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Bevezetés

A 2001 szeptemberében bevezetett kerettanterv szerint a mechanika középszint¶ oktatása a 9. évfolyamon
mozgástannalkezd®dik. Jól kiválasztott kísérletek és mindennapi példák segítségével a szükségesalapfogal-
mak bevezethet®ek, a �zik ai mennyiségeket de�niáló képletek megtaníthatóak. A nehézségetsokkal inkább a
�zik ai gondolkodás iskolájának tartott probléma- és feladatmegoldásjelenti. A diákok matematikai tudása,
számolásirutinja ugyanisa 9. év elejénnemelegend®a gimnáziumbanszokásosfeladatmegoldáshoz.Nehézséget
okoz a �zik ai probléma matematikai egyenletekkel történ® felírása éppúgy, mint az els®fokúkétismeretlenes
egyenletrendszerekkezelése,amely már a legegyszer¶bbegyenletesmozgásokfeladataiban is gyakran el®fordul.
A gyorsuló mozgássalkapcsolatosfeladatok megoldásaa szokásosrutinnal lehetetlen, hiszen a tanulók nem
ismerik még a másodfokú egyenlet megoldóképletét. A fenti nehézségekellenéresemmondhatunk le azonban
a feladatmegoldásról. Ha ezt tennénk, diákjaink a természettudományos gondolkodás megértésével lennének
szegényebbek.

Kiadványunk a kinematikai problémák megértésénekhatékony segítéséreés a feladatok megoldásában
jelentkez®matematikai hiányok kikerüléséreajánl hatékony módszert: a mozgásokgra�kus ábrázolását. A
kiadvány els®fejezetében olyan kísérleteket, fogalombevezetésimódokat ajánlunk, amelyek jól megalapozzák,
el®készítik a problémák gra�kus ábrázolását, illetv e a gra�kus ábrázolásonalapuló feladatmegoldást. A kiad-
vány második fejezeteegyszer¶bb-nehezebbfeladatokat gy¶jt össze(ezekjó részetermészetesen nemismeretlen
a �zik atanárok el®tt), ésbemutatja a feladatok gra�kus ábrázolássegítségével történ® megoldását. Jól tudjuk,
hogy az alábbiakban közölt példák mindegyikének feldolgozásáranincs id®, a b®vebb választékkal a kollégák
munkáját kívántuk könnyíteni.

A feladatok nehézségifokát a feladat sorszámaután egy vagy több csillaggal (?) jeleztük. Kísérlettel,
mérésselkapcsolatosfeladatot jelez a K szimbólum.

A feladatok származásihelyét a sorszámmellett, az oldal jobb oldalán szögleteszárójelben található utalás
jelzi. Az egyes bet¶szavak jelentése az Irodalomjegyzékben olvasható. Sok esetben a hivatkozott feladatokat
csak ötletként használtuk fel, ésadataikat egyszer¶számítástechnikai okokból módosítottuk, hogy a gra�kus
módszerekhezjobban illeszkedjenek.

A mozgástanifogalmak bevezetéséhez, a feladatok megoldásáhozalkalmazott gra�kus ábrázolása kinema-
tik án túl hasznossegítségetjelent sok bonyolultabb dinamikai feladat megoldásábanis. Ily en mintapéldákat
közlünk a kiadvány utolsó szakaszában.

A �zik a iránt érdekl®d®,�zik ából felvételire készül®diákok a 11�12. évfolyamonkülön órakeretben készülnek
fel az érettségireésa felvételire. E felkészít®kurzus során meg kell mutatni a tanulóknak ésgyakoroltatni kell
velük a kinematikai feladatok analitikus megoldásánakmódszereit is.
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1. fejezet

Mó dszertani ajánlások a mozgástan
tanításához

1.1. A vonatk oztatási rendszer

A kinematika középiskolai tanítása során általában nem kell nulláról indulnunk. A gyerekek köznapi ismeretei
ésaz általános iskolában szerzett tárgyi tudása jelenti az alapot, ahonnan a gimnáziumban tovább haladunk.

A vonatkoztatási rendszeregyértelm¶, tudatos rögzítésea mozgásoktárgyalásánakels®lépése.A lényeget
jól megértethetjük, ha feltesszükpéldául a következ®egyszer¶,konkrét kérdést: �Egy hangya 3 cm-t mászott
egyenesen,hol van most?� A diákok természetesen jól érzik, hogy e kérdésrecsakakkor adható válasz,ha ismert
az egyenes,amely mentén haladt; tudjuk, hogy merre mászott az egyenesmentén; és hol volt, amikor indult.
E bevezetésután levonható a szabály: a továbbiakban minden kísérlet, mérés, feladat eseténaz els®lépés
a vonatkoztatási rendszer rögzítése. Az egyenesvonalú mozgásokeseténez a viszonyítási pont megadását,
valamint a pozitív és negatív irány kiválasztását jelenti, a hajításoknál a síkbeli derékszög¶ koordináta-
rendszert. Három dimenziós mozgásokat a középiskolai kinematikában nem tárgyalunk. A tanítás során
fontos hangsúlyozottan kimondani, hogy a viszonyítási rendszerorigóját mely konkrét tárgyhoz rögzítjük. A
viszonyítási rendszerválasztásánakszabadságátegyszer¶konkrét példákon mutathatjuk be, érzékeltetve, hogy
a mozgásbármely választáseseténleírható. A különbségcsak abban áll, hogy ügyesebbválasztáseseténa
leírás egyszer¶bb,míg más választáseseténbonyolultabb lehet.

A középiskolában a jelenségeket inerciarendszerben tárgyaljuk. Ezt a kinematikában természetesennem
deklaráljuk, de a gyakorlatban így járunk el. Kihasználjuk, hogy a természetesgondolkodásazt kívánja, hogy a
vonatkoztatási rendszertvalamely triviálisan nyugvó tárgyhoz rögzítsük. Ezena szinten az egyenletesenmozgó
vonatkoztatási rendszert is jobb, ha elkerüljük és csak az inerciarendszert meghatározódinamikai ismeretek
után, például év végiösszefoglalásvagyérettségirefelkészít®fakultáció soránhasználjuk(lásd a 19.feladatban).

1.2. Az egyenes vonalú egyenletes mozgás

Az egyenesvonalú egyenletesmozgásfogalmával a diákok már az általános iskolában foglalkoztak. Egyszer¶bb
feladatokkal is találk oztak, például a matematikai �nyitott mondatok� körében. A középiskola 9. osztályában
a hozott ismereteket elevenítjük fel és egészítjük ki. Az év eleji �kik érdezéses�módszerrel történ® ismétlés
helyett ajánljuk, hogy mindjárt egy kísérlettel indítsunk. Erre az egyenletesmozgásMik ola-csövesvizsgálatát
ajánljuk, tanári mér®kísérlet formájában, de a tanulókat aktivizáló frontális feldolgozással. A mérés és a
kiértékelés során jó alkalom adódik az általános iskolából hozott ismeretek feltérképezésére,átismétléséreés
némi kiegészítéséreis.
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1.2.1. Kísérleti vizsgálat, gra�kus ábrázolás

A Mik ola1-cs®(1.1. ábra) az egyenletesmozgáskísérleti vizsgálatára alkalmas egyszer¶taneszköz. Nem más,
mint egy 1 méter hosszúfa vagy fém rúdra rögzített, festett vízzel majdnem teljesenmegtöltött éslezárt üveg-
cs®.A cs®ben mintegy körömnyi leveg®buborék mozoghat. Ha a csövet megbillentjük, a buborék felfelémozog

1.1. ábra. A Mik ola-cs®

a cs®ben. A buborék mozgásánakegyenletességér®lmeggy®z®dhetünk, ha egyenl®id®közönként megjelöljük
a mozgó buborék pillanatn yi helyét a csövet tartó rúdon. A jelölést célszer¶krétával, egyenletesenkattogó
metronóm2 ütéseire megtenni. A buborék mozgási sebességefügg a cs®meredekségét®l.A meredekséget
célszer¶feltámasztássalvagy a csövet tartó rúdra szerelt tengely befogásával változtatni. Beszerezhet®3 olyan
Mik ola-cs®is, amelynek rúdján szögmér®szolgála d®lésszögpontos megállapítására4 (1.1. ábra).

Végezzünkkét különböz®d®lésszög mellett egy-egy mérést a Mikola-cs®vel,ésábrázoljuk a mérési eredményt
elmozdulás�id®gra�konon! A krétajelek távolságát a cs®végét®lkönnyen leolvashatjuk a cs®mellé fektetett
cm-skála segítségével. Az id® múlását metronómütés-egységekben mérjük. A méréskezd®pillanatánakpontos
meghatározásaazonban nem egyszer¶,hiszena buborék indítását nehézpontosan szinkronizálni a metronóm-
mal. A bizonytalanság elkerüléséreaz id®múlását � önkényesen� az els®krétajelhez tartozó metronómütést®l
számítjuk. Ily en módon a t = 0 pillanatban a buborék már valamekkora s0 távolságravan a helyméréskezd®-
pontjától. Ezután a hely- és id®adatokösszerendelésemár könnyen megtehet®.Ne fejezzük be az értékpárok
rögzítéséta mozgásvégén,hanem folytassuk még néhány metronóm-ütés idejéig. Ez utolsó pontok esetében a
buborék helye változatlan (a cs®fels®vége),de az id® telik.

A gra�kus ábrázolásels®lépéseként az adatokat értéktáblázatba foglaljuk össze.
Ezután koordináta-rendszert rajzolunk, nevesítjük a tengelyeket, majd a tengelyek metrikáját rögzítjük. (A

tanulók többségevalószín¶leg gyakorlatlan a függvényábrázolásban,ezért célszer¶tanári irányítással dolgozni.
A gyerek a kockás füzetében ugyanazt kell, hogy csinálja, mint a tanár a táblán, vagy a füzetkockás írásvetít®-
fólián. Természetesena diákokat a gra�k on méreténekés az egységcélszer¶megválasztásánakrögzítésében
is irányítani kell!) Az elmozdulástengelyen érdemesazonnal megjelölni a cs®teljes hosszát. Ezután a mérési
pontokat jelöljük be. A metronómütések pillanatában a buborék helyét mutató krétajelek távolsága közel
egyenletesenváltozik. Ennek alapján megfogalmazhatóaz egyenletesmozgásjellemz®je: az egyenletesmozgást
végz®test egyenl®id®kalatt egyenl®utakat teszmeg. Kísérletünkben természetesen a buborék csakkorlátozott
tartományban mozog, a cs®végén megáll annak ellenére, hogy a metronóm tovább üt. A mérési adatok
emelked®pontsorára egyenestillesztve megkapjuk a buborék mozgásánakút�id® gra�k onját. Elvégzett mérési
eredményt közöl az 1.2. ábra.

A gra�k on a diszkrét mérésipontokra húzott folytonos függvény. A gra�k onról leolvashatóa buborék helye

1 Mik ola Sándor a Fasori Evangélikus Gimnázium legendás �zik atanára , majd igazgató ja, a Magy ar Tudományos Akadémia
tag ja, több demonstrációs kísérleti eszköz kifejleszt® je

2 Ha nincs az iskolában hagyományos metronóm, helyettesíthe tjü k azt egyszer¶sített �házi� változatá val. Ehhez hosszú fonálra
függesztett, nagyobb tömeg¶ ingatesttel ingát készítünk. Az ingatestr®l 1-2 cm-escérnán egy kis fémtárgy , pl. anyacsavar vagy szög
lóg le. A nyugalom ban lév® ingatest alá egy fém- vagy üvegpoharat helyezünk el úgy, hogy pereme a lelógó tárggy al érin tk ezzen.
A mozgó inga minden félperiódusban jól hallhatóan megüti a poharat.

3 Arkhimédész Bt., 1117 Budap est, Irin yi József utca 36.
4 A papírk ereskedésekben kapható papír szögmér®kis jól használhat óak.
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-

6

id®

hely

1 ütés 10 ütés

1 m

1.2. ábra. A Mik ola-cs®buborékjának út�id® gra�k onja, két d®lésszögesetén

tetsz®legespillanatban (pl. a harmadik ésa negyedik metronómütés között félid®ben, vagy akár a tizedik ütés
pillanatában � amikor a mozgásmár befejez®dött).

A sebesség meghatározása

Az általános iskolai ismeretekalapján értelmezhet®a gra�k on meredeksége,ami a buborék sebességét(v = � s
� t )

adja meg; és tengelymetszete(s0), ami a buborék helyét jelzi a méréskezdeti pillanatában. A két különböz®
meredekség¶cs®-állásnálvégzett mérésút�id® gra�k onját célszer¶ugyanabban a koordináta-rendszerben áb-
rázolni (1.2. ábra), így azok jól összehasonlíthatóak. A két különböz®d®lésszög¶mérés gra�k onja eltér®
meredekség¶,ami a buborékok eltér® sebességére utal. A tengelymetszetekkülönbségea buborék indítási
bizonytalanságából adódik. Hívjuk fel a gyerekek �gy elmét, hogy a gra�k onok a tengelymetszetükben és a
meredekségükben különböznek, azaz az egyenesvonalú egyenletesmozgásmeghatározásáhozkét fontos adat
szükséges: a sebességésa mozgótest távolságaa viszonyítási ponttól a mozgáskezd®pillanatában.A gra�kus
ábrázoláshozkapcsolódva érdemesfelidézni az általános iskolai matematikai ismereteket az egyenesarányos-
ságról ésaz azt ábrázoló egyenesr®l.Az egyenletesmozgásjellemz®jét ennek segítségével is megfogalmazzuk:
az egyenletesmozgástvégz®test elmozdulásaarányos az id® múlásával. A sebességmegadásáhoza mér®szám
mellett a mértékegységis szükséges.Ezen a ponton érdemeskiegészíteniaz általános iskolai anyagot: a sebes-
séghivatalos SI mértékegységemellett néha más egységeket is használhatunk. Miv el esetünkben � s értékét
centiméterben, � t értékét metronómütés-egységben mértük, a sebességmértékegységemagunk-választotta
�önkényes� egységea cm

metronóm ütés . Természetesenezt � már csaka gyakorlás ésismétléskedvéért is � érdemes
átszámíttatnunk a szokásos m

s egységre!(Az átszámításalapja a metronóm hitelesítése,azaz 10-15ütés id®-
tartamának lemérésestopperrel. Ne felejtsük el felhívni a �gy elmet, hogy az ütésekszámolását0-val kezdjük!
Fontos, hogy a bevezet®tanári mérés feltétlenül el®zeteskipróbálást kíván, hiszen enélkül a véletlenszer¶en
beállított d®lésszögekeseténa sebességkülönbségnem leszelégszigni�k áns!)

A Mik ola-cs®vel végzett tanári mérésésannak közösfeldolgozásaután az önkéntesenvállalkozódiákok szá-
mára jó feladat a buborék sebességénekmeghatározásaa cs®teljes d®lésszög-tartományában, 10-15fokonként.
Az általunk végzett méréseredménye az 1.1. táblázatban, illetv e az 1.3. ábrán látható. A feladat érdekessége
az, hogy a buborék sebességéneka d®lésszögfüggvényében � a diákok számáraváratlanul � maximuma van.

Az átlagseb esség meghatározása

Az átlagsebességfogalmát a tanulók már az általános iskolában megismerik, mégis gyakori, hogy a �zik ai
fogalmat összetévesztik a sebességekszámtani középértékével. Az átlagsebességfogalmának felelevenítése,
illetv e tisztázása fontos feladat a 9. évfolyamon. A Mik ola-cs®segítségével ez is egyszer¶enmegtehet®.

Indítsuk a mérést kis meredekség¶cs®vel! Néhány mérési pont felvétele után, két metronómütés közti
id®ben billentsük meredekebbre a csövet, és folytassuk a buborék helyének bejelölésétaz ismétl®d®ütésekre.
A buborék mozgásamost egy lassabbés egy gyorsabb szakaszból tev®dik össze. Az út�id® gra�k ont az 1.4.
ábra mutatja.

A sebességekkülön-külön meghatározásaután határozzuk meg az átlagsebességet!Hangsúlyozzuk, hogy
itt egy olyan buborék sebességének kiszámításáról van szó, amely egyenletesenhaladva pontosan ugyanannyi
id® alatt érne a cs®elejét®l a cs®végéig, mint az a vizsgált buborék, amely útjának els®részét lassabban,
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1.1. táblázat. A buborék sebességekülönböz®d®lésszögekesetén
D®lésszög Sebesség

0� 0 m
s

10� 0,066 m
s

20� 0,07 m
s

30� 0,077 m
s

45� 0,081 m
s

60� 0,079 m
s

70� 0,076 m
s

80� 0,064 m
s

90� 0,05 m
s

-

6

d®lésszög

seb.
0,081 m

s

0,064 m
s

10� 45� 80�

1.3. ábra. A buborék sebességea d®lésszögfüggvényében

-

6

id®

hely

1 ütés 5 ütés

15,5 cm

70 cm

1.4. ábra. Az átlagsebességértelmezése

második részét gyorsabbantette meg. Rajzoljuk rá a mérési eredményeinket tartalmazó gra�k onra az átlag-
sebességgelmozgóképzeletbeli buborék gra�k onját, éshatározzuk meg az átlagsebességnagyságát! Mutassuk
meg, hogy az így kapott átlagsebességnem a két korábban meghatározott részsebesség számtani közepe! A
mindennapi életben tapasztalt mozgásokközött igen ritk a az egyenesvonalú egyenletesmozgás.A valóságban
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a mozgó testek sebességenem pontosan állandó, mégis nagyon sokszorannak tekintjük ®ket, azaza mozgást
az átlagsebességgeljellemezzük.

Az egyenletesmozgásút�id® gra�k onjáról a mozgásminden jellemz®je leolvasható. A sebesség�id®gra�k on
megrajzolásaazért fontos, mert ezzelkészítjük el®a változó mozgásnálalapvet®ábrázolást.

Az egyenletesmozgássebesség�id®gra�k onja az id®tengellyel párhuzamosvízszintesegyenes.Ha a sebesség
az elmozdulástengelyen kijelölt pozitív irányba mutat, a sebességegyenesa koordináta-rendszerpozitív negye-
dében van, ha a sebességa negatív irányba mutat, a vízszintes egyenesaz id®tengelyalatt fut. Az egyenes
alatti terület az egyenletesenmozgótest által megtett útszakaszt adja meg.

1.2.2. Feladatmegoldás gra�kus segítséggel

A �zik ai feladatok megoldásánakels®dlegescélja a megtanult összefüggések,törvények alkalmazásaegy-egy
jól kiválasztott, sokszorer®senleegyszer¶sítettkonkrét jelenségleírására. A feladatmegoldásels®lépéseaz
adott probléma megértéseés �lefordítása� a �zik a absztrakt nyelvére. Ezután következik a megoldás, ami
általában matematikai számításokat kíván. A diákok számára a szavakkal leírt jelenségekvagy folyamatok
megértése,pontos �zik ai megfogalmazásajelenti a legnagyobb problémát. Ez gyakran jó tanulóink esetében is
fennáll. Žk matematikai érzékükrehagyatkozva, vagy a típuspéldák algoritmusaira, az éppen tanult képletek
ügyes formális alkalmazásáraalapozva � jól� megoldják a feladatokat, anélkül, hogy igazán megértették volna
azok �zik ai lényegét. A kinematikai feladatok gra�kus ábrázolásahatékony módszera problémák lényegének
megértetésére,a gondolkodás nélküli formális megoldásokelkerülésére. Az egyenletesmozgássalkapcsolatos
feladatok gra�kus ábrázolásánakels®dlegesena probléma mélyebb megértetésea lényege. Az ábrázolás a
kisebbszámolásirutinnal rendelkez®,lassabbangondolkodó gyerekek számárais hasznossegítség.Az ábrázolás
készségénekkialakítása után a tanuló a gra�k on rajzolása során lépésr®llépésrehaladva könnyebben megérti
a probléma lényegét, jobban meglátja a kérdéseket, mintha azonnal matematikai formulákat kellene felírnia.
A jó gra�kus ábrázolássegít az egyenletek felírásábanésa számolásbanis.

A gra�kus feladatmegoldásalapja a mozgásésa gra�kus ábrázoláslényegi kapcsolatának megértetése.A
fentebb leírt Mik ola-csövesmérésgra�kus ábrázolásae folyamatban az els®lépést jelentheti. Ezt kell követniük
azoknak az egyszer¶feladatoknak, amelyek a mozgásfolyamat, illetv e mozgásfolyamatok szóbeli elmondása
alapján kérik a gra�kus ábrázolást. Hasonló ehheza fordított feladat, amelyben közölt gra�k on információit
kell szóbanmegfogalmazni.

A legegyszer¶bbkinematika-példákban egyetlen tárgy vagy személy mozgását vizsgáljuk. Általában a
mozgó objektum kiterjedése elhanyagolható a feladatban szerepl®távolságokhozképest, ezért a mozgó test
egyetlen mozgó pontnak tekinthet®. A gra�kus ábrázolásnagyon egyszer¶,ha néhány szabályt és de�níciót
megtanulnak a diákok:

� A gra�k on origóját valamely nyugvó tárgyhoz rögzítenünk kell, ésezt mindig hangsúlyozva mondjuk is
ki!

� Ki kell jelölnünk a mozgásegyenesementén a pozitív ésa negatív irányt.

� Ha szükséges,meg kell adni a koordinátatengelyek metrikáját.

� Az egyenletesmozgásképe az út�id® diagramon mindig egyenes.

� A mozgássebességétaz egyenesmeredekségeadja meg: v = � s
� t :

� Az egyenestengelymetszetea mozgó test pillanatn yi s0 helyét (a viszonyítási ponttól mért távolságát)
jelöli a vizsgálatunk kezdetén(t = 0 pillanatban).

� A feladatmegoldássorán a gra�k onra be kell rajzolnunk minden ismert adatot és a meghatározandó
mennyiséget is.

� Az egyenletesmozgássebesség�id®gra�k onja az id®tengellyel párhuzamos,vízszintes egyenes.

� A sebesség�id®gra�k on alatti terület a mozgó test által megtett utat adja meg.

A feladatok nehezebbkörét jelentik azok a példák, ahol a történésnek több álló vagy mozgó szerepl®je
van, esetlega mozgóobjektumok nem tekinthet®k pontszer¶nek (pl. hosszúmenetoszlop). Az ilyen feladatok
megoldásaszintén a korábbi szabályokkal történik, de úgy, hogy a koordináta-rendszerben minden lényeges
szerepl®mozgása,ezekhelyzet- és id®beli viszonyai is kifejezésrejussanak. Az alábbiakban a feladatok közül
az összetettebb,nehezebbpéldákat csillaggal (?), esetenként több csillaggal jelöltük meg.
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1.3. Egyenes vonalú egyenletesen változó mozgás

Az általános iskolában a diákok konkrét kísérleti példákon keresztül foglalkoztak az egyenletesenváltozó moz-
gással,ésennekegy speciális eseteként a szabadeséssel.A mozgáskvalitatív jellemzésén,a sebességváltozásá-
nak felismerésén,éserre alapozva a gyorsulásfogalmának kialakításán volt a hangsúly. Az egyenletesmozgás
négyzetesút�id® összefüggésenem alapvet®követelmény az általános iskolában. A 9. évfolyamon természete-
sentámaszkodunk az általános iskolából hozott alapismeretekre,de a témakört bevezet®tanári mér®kísérlettel
ajánljuk kezdeni(hasonlóanaz egyenletesmozgásfentebb leírt tárgyalásához).A mérésfeldolgozásasoránmód
nyílik a korábbi ismeretekfelidézéséreésegyúttal érdemikiegészítésükre,pontosításukra is. Ezt a továbbiakban
újabb kísérletek,probléma- ésfeladatmegoldásokegészítikki ésmélyítik el. Miv el a másodfokú egyenletekkel 9.
osztályban még nem foglalkozik a matematika, a feladatmegoldástcsakjól kiválasztott, gra�kus módszerekkel
megoldható feladatokra kell korlátoznunk. Ennek alapjait az egyenletes mozgástárgyalásakor teremtettük
meg, ésa gyorsuló mozgásfeldolgozásasorán is szemel®tt tartjuk.

1.3.1. A mozgás kísérleti vizsgálata

Az alapmérés

Bevezet®kísérletként egy igen egyszer¶(a legszegényebb iskolában is bemutatható) mér®kísérletetajánlunk.
Vizsgáljuk egy golyó (haladó) mozgásátlejt®n!

PSfrag replacements

0 cm 10 cm 40 cm

90 cm

1.5. ábra. Az egyenesvonalú egyenletesenváltozó mozgáskísérleti vizsgálata

A mozgáslassúbb� ésezért pontosabban vizsgálható �, ha a golyó nem egyszer¶enegy lejt®ssíkon gurul,
hanem két lejt®ssínre támaszkodva. A lejt®t két darab, egyenként 1-1,5 m hosszúszögvasból célszer¶elkészí-
teni. Minél közelebbvan a két vezet®sín távolságaa gömb átmér®jéhez, azazminél mélyebben lóg be a golyó
a sínek közé, annál lassabb a haladó mozgás. A mérésnélfordított módon járunk el, mint a Mik ola-csöves
kísérletben, mert a begyorsult golyó helyének megjelölésekrétával nagyon bizonytalan. Itt el®rekijelölünk
a sínen távolságokat és stopperrel mérjük a kijelölt útszakaszok megtételéhezszükségesid®t. A négyzetes
úttörv énynek megfelel®en célszer¶az utakat négyzetesaránynak megfelel®en kijelölni. Az 1.5. ábra a kísérleti
összeállítást,az 1.2. táblázat az általunk végzett mérésadatait ésaz 1.6. ábra az ezekalapján készített út-id®
gra�k ont mutatja. (A méréseket szélesnyomtávú szögvas-síneken gördül®biliárdgoly óval végeztük.)

1.2. táblázat. A gyorsuló mozgásvizsgálatának mérésieredményei
Út 10 cm 40 cm 90 cm
Id® 1,78 s 3,44 s 5,22 s

A kísérlet alapján el®szöra legegyszer¶bbkvalitatív megállapítást kell megfogalmaznunk: a golyósebessége
folyamatosan n®, a golyó gyorsul. Ezután fogunk hozzá a mennyiségi vizsgálathoz. Mutassuk meg, hogy jó
közelítésseligaz az, hogy az indulástól számított els®útszakaszidejét viszonyítási alapul véve a négyszeresút
megtételéhezkétszeres,a kilencszeresút megtételéhezháromszorosid® szükséges.A tapasztalati eredményt
matematikai formában általánosítva írjuk fel: s = s(t2).

A pillanatn yi sebesség

Az egyenletes mozgás tárgyalásakor értelmeztük már gra�kusan az átlagsebességet. A változó mozgásút-
id® gra�k onjára (1.6. ábra) rajzoljuk be szakaszonként az átlagsebességnekmegfelel®egyeneseket! (Miv el a
diákokat meg kell tanítani a gra�kus munkára, ajánljuk, hogy a tanár füzet-kockás írásvetít®-fóliára együtt
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1.6. ábra. A lejt®n guruló golyó út�id® gra�k onja

dolgozzona tanulókkal. Egységesítséka gra�k on méretét, a füzet kockáinak út-, illetv e id®értékét, mutassameg
az átlagsebességegyenesénekberajzolását ésa meredekségleolvasásánakmódját!) A munkát ezután célszer¶
úgy szervezni, hogy a diákok több csoportban önállóan dolgozzanak.Minden csoportnak mondjuk meg,mily en
id®intervallummal dolgozzon! A legügyesebbek dolgozzanakrövid id®szakaszokkal, pl. másodpercnyi id®kkel,
a többiek nagyobbakkal. A végén az eredményeket közösenösszesítjük. Az átlagsebesség�id®diagramot a
tanár az írásvetít®n, a diákok saját füzetükben készítsékel. Az 1.6. ábra alapján megszerkesztett sebesség�id®
gra�k ont mutatja az 1.7. ábra.

-

6

id®

seb.

1 s 2 s 5 s

10 cm
s

30 cm
s

1.7. ábra. A gyorsuló mozgásátlagsebesség�id®diagramja

Az út�id® gra�k onról leolvasott átlagsebességeket lépcs®szer¶enemelked®,vízszintesszakaszokjelzik. Az 1.7.
ábrán az 1 másodpercnyi, 2 másodpercnyi és 4 másodpercnyi id®tartamokhoz tartozó átlagsebességeket tün-
tettük fel. Jellemz®je a mozgásnak,hogy az �átlagsebesség-lépcs®k� felez®pontjait összekötve origóból kiinduló
egyenestkapunk, függetlenül az id®intervallum nagyságától. A gra�k onon látszik, hogy a leg�nomabb id®fel-
bontású lépcs®-gra�kon tér el legkevésbé a ferde egyenest®l.A tapasztalatok alapján könnyen elfogadtatható,
hogy egészen�nom id®felosztásesetén� amikor az átlagsebességmár a mozgáspillanatn yi sebességénekte-
kinthet®� a lépcs®gra�kon ésa ferdeegyenesegybe esik. Megfogalmazhatótehát a vizsgált mozgásjellemz®je:
a pil lanatnyi sebesség egyenletesenváltozik az id®ben. (Ekkor kap magyarázatot a mozgáselnevezése:�egye-
nesvonalú egyenletesenváltozó mozgás�.)

A gyorsulás

Az egyenletesenváltozó mozgássebesség�id®gra�k onja egyenes. Az egyenesmeredekségénekjelentése: id®-
egységalatt mennyivel változik meg a test sebessége,azaz mekkora a sebességváltozási gyorsasága. Ez a
mennyiségneka gyorsulás; a = � v

� t .

Ha a mozgó test álló helyzetb®l indul, akkor sebesség�id®gra�k onja egy origón keresztülmen®,a mere-
dekség¶egyenes. Ha a testnek már van kezd®sebessége,amikor gyorsulni kezd, a mozgásv� t gra�k onja a
sebességtengelyta kezd®sebességnek (v0) megfelel®magasságbanmetsz®egyenes(1.8. ábra).
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1.8. ábra. A gyorsulás

A sebesség�id® gra�k on és a megtett út kapcsolata
A gyorsuló mozgás útk éplete

A sebesség�id®gra�k onról leolvashatóa mozgótest által a gyorsuláskezdetét®lmegtett út. Ennek megmuta-
tásáhozaz 1.7. ábra lépcs®sgra�k onjához térünk vissza. Az egyes �lépcs®fokok� alatti téglalapok területének
nagyságáta két oldal, azaza sebességésaz id® szorzataadja, a terület így a mozgó test által megtett útnak
felel meg. A gyorsulva mozgó test által megtett utat az egymást követ® �lépcs®k� alatti terület közelíti. A
közelítésannál jobb, minél kisebb id®intervallumokra számított átlagsebességekkel számolunk. A nagyon �nom
felosztásúlépcs®kalatti terület lényegében megegyezik a ferde sebesség�id®egyenesalatti területtel.

Általánosítv a: a mozgótest által megtett út nagyságáta sebesség-id®gra�kon alatti terület mér®számaadja
meg. Az egyenletesengyorsuló mozgássebességgra�konja lehet®vé teszi, hogy a négyzetesút�id® függvény
szokásosképletét is felírjuk. (A korábbi kísérleti tapasztalatokra támaszkodva csak a négyzetesarányt álla-
pítottuk meg!) A sebességgra�kon alatti terület háromszög,vagy kezd®sebességgelrendelkez®mozgásesetén
trapéz alakú. Felhasználva, hogy a gyorsítási szakasz végéna test sebességevt = at, illetv e vt = v0 + at, a
megtett útszakaszra

s =
a
2

t2;

illetv e
s = v0t +

a
2

t2

összefüggésadódik.
Fontos hangsúlyozni, hogy a sebesség�id®gra�k on alapján csak a mozgó test által megtett útszakaszt

tudjuk meghatározni, de semmit semtudunk mondani arról, hogy mily en távol volt a test a mozgáskezdetén
a viszonyítási ponttól.

A szabadesés

Az egyenletesengyorsuló mozgásspeciális esetea szabadesés.A sz¶kre szabott id®keret miatt nem célszer¶a
részleteskísérleti vizsgálatba belefogni. Elegend®,ha ejt®zsinórral elfogadtatjuk a diákokkal a négyzetesút�
id® összefüggést,majd az egyenletesengyorsuló mozgásgra�kus ábrázolását, illetv e az út�id® éssebesség�id®
képletét kiterjesztjük a szabadesésre,megadva a g nehézségigyorsulásszámértékét. A g közölt számértékének
kísérleti igazolását gyakorló feladatnak ajánljuk. Ez történhet a 33. számú feladatban leírtak szerint, vagy
akár útsokszorozóejt®géppel végzett méréssel5 .

További ajánlott kísérletek és mérések

A leírt, egyszer¶bemutató-mérés és annak gra�kus feldolgozásaalapján végigtárgyalhatjuk az egyenletesen
változó mozgásminden lényegitula jdonságát. Fontos lenneazonban, hogy neelégedjünkmegcsakegyméréssel.
A mozgásokkísérleti vizsgálatára b® választékot kínál és a legkülönfélébb technikákat ismerteti a Fizikai
kísérletek gy¶jteménye6 cím¶ tanári segédkönyv I. kötete. Igyekezzünk a hétköznapi életb®l vett kísérleti
példákra is alkalmazni a tanultakat. A feladatok közt a kísérlettel kapcsolatospéldákat a K jellel láttuk el.

5 Fizikai kísérletek gy¶jteménye I. kötet, I.7. fejezet
6 A Fizikai kísérletek gy¶jteménye I., I I., I I I. kötete megrendelhet ®: Arkhimédész Bt. Budap est 1117. Irin yi József u. 36.
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1.3.2. Feladatmegoldás gra�kus segítséggel

A gyorsuló mozgásosfeladatok megoldásáhoza gra�kus ábrázolás kétszeressegítségetnyújt: egyrészt segít
megérteni a feladat �zik ai lényegét, másrészt a sebesség�id®gra�k on alapján sok esetben lehet®vé teszi a
gyorsuló mozgásútjának meghatározásátanélkül, hogy másodfokú egyenletet kellenemegoldani.

A feladatok megoldásátáltalában most is a mozgásút-id® gra�k onjának megrajzolásával kezdjük. Ennek
els®lépésetermészetesenmost is a viszonyítási pont rögzítése,a pozitív ésnegatív irány kijelölése. A mozgást
jellemz® parabolaívet sematikusan rajzoljuk meg, de ügyelünk arra, hogy a mozgásról minden lényegeset
érzékeltessünkvele.

A parabola állását a gyorsulásel®jele szabja meg. Ha a sebességa kijelölt pozitív irányban n®� a gyorsulás
pozitív, ellenkez®esetben negatív. A gyorsulás el®jelét tehát nem a sebességszámértékének növekedésevagy
csökkenéseszabja meg! (Ezt azért érdemeshangsúlyozni, mert gyakran alakul ki a diákokban az a téves
meggy®z®dés,hogy a negatív gyorsulásmindig lassulást jelent.) A gyorsulásmértékét®l függ®en a parabolaív
laposabbvagy meredekebb.

Ha a test álló helyzetb®l gyorsul, a mozgáskezd®pontja a parabola csúcsa,ha a 0 id®pillanatban a testnek
már van kezd®sebessége, a parabolaív meredeken kezd®dik. A t = 0 pillanatban a parabolagörbéhezhúzott
érint® meredekségea gyorsuló mozgáskezd®sebességétjelöli. Az út�id® görbén természetesen fel kell tüntetni
azt is, ha a kezd®pillanatbana test a viszonyítási ponttól távolabb volt. Ily enkor a mozgást jellemz®gra�k on
a t = 0 pillanatban nem az origóban metszi az elmozdulástengelyt. Néhány jellemz®út�id® gra�k ont mutat
az 1.9. ábra.
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1.9. ábra. Egyenletesengyorsuló mozgásnéhány jellemz®út�id® gra�k onja

Az ábra A gra�k onján az a ésa b test álló helyzetb®l pozitív irányba gyorsul, a gyorsulásanagyobb; c test
álló helyzetb®l indulva negatív gyorsulássalmozog,gyorsulásánaknagyságaa két másik számértéke közéesik.

A B részena az origóból pozitív kezd®sebességr®lpozitív irányba gyorsuló test; b az origóból negatív
kezd®sebességr®lnegatív irányba gyorsuló test mozgásánakgra�k onja. Az a test kezd®sebességénekszámértéke
nagyobb.

A C részábránaz origótól pozitív irányba es®helyzetb®l, kezd®sebességnélkül gyorsulva indul az a test;
az origótól negatív kezd®távolságban,negatív kezd®sebességgel mozgób test fékez � gyorsulásapozitív!

A gyorsuló mozgás, illetv e gyorsuló szakaszokat is tartalmazó összetett mozgásokút�id® gra�k onjainak
rajzolásával, értelmezésével foglalkozik a 20. feladat.

Numerikus adatokat tartalmazó feladatok megoldásáhoza gyorsuló mozgássebesség�id®gra�k onja nyújt
segítséget. Ehhez olyan gra�k ont kell rajzolnunk, amin a feladatban szerepl®mennyiségeket is feltüntettük.
Az egyenletesengyorsuló mozgássebesség�id®gra�k onja mindig egyenes. Az egyenesmeredekségea mozgás
gyorsulásátfejezi ki. A mozgáskezd®sebességét az egyenestengelymetszeteadja. A mozgótest által megtett út
az egyenesalatti terület, háromszögvagy trapézterületének kiszámításával adható meg. (Az út kiszámításához
tehát nincs mindig szükségmásodfokú egyenlet megoldására!)

Egyenletesengyorsuló mozgásokkal kapcsolatosegyszer¶numerikus feladatok a 21., 22. és 26. sorszámok
alatt találhatóak. Összetett, gyorsuló mozgásosfeladatok a 35. ésa 37. példák.



2. fejezet

Feladatok

2.1. Egyenes vonalú egyenletes mozgás

1. feladat

�Pista a balatoni autósztráda mellett, a budaörsi benzinkútnál stoppolt. Szerencséje volt, mert egy
Székesfehérvárra tartó kocsi megállt és felvette. A vezet® kedélyes, nyugodt ember volt, nem túl gyors,
egyenletes tempóban vezetett. Még az út felét sem tették meg, amikor hívást jelzett a vezet® mobiltele-
fonja. Mivel nem volt a kocsiban kihangosító, leálltak az út szélén a beszélgetés idejére. A beszélgetést
befejezve a sof®r közölte, hogy sietnie kell, és korábbi sebességét megduplázva száguldott a sztrádán
egészenFehérvárig.�
Készíts út�id® gra�k ont a történet alapján! Ábrázold a gra�k onon az autó átlagsebességét is!
Rajzold meg a sebesség�id® diagramot is, és erre is rajzold rá az átlagsebességet!

Megoldás:

Rögzítsük a viszonyítási rendszert a benzinkúthoz, ahol Pista stoppol. A pozitív irány legyen a sztráda
vonala a Balaton felé. Az id®méréstakkor kezdjük, amikor Pista megkezdi útját az autóval.

-

6

id®

hely

Fehérvár

félút

Budaörs
t telefon t to vább tFehérv ár

2.1. ábra. Pista útja Székesfehérvárra

A telefon megcsörrenésének id®pontja t telefon , a továbbindulásét to vább , míg Székesfehérvárra tFehérvár id®-
pontban ér Pista.

A gra�k on (2.1. ábra) egyenesszakaszokból áll, mert a mozgássorán minden szakaszban egyenletes se-
bességgelmozgott az autó, vagy állt. Az állással töltött id®ben az autó mozgásánakképe vízszintes egyenes.
A kétszeressebesség¶szakasz meredekségeaz els®szakasz meredekségénekkétszerese.A megállásmég az út
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fele el®tt történt. Az átlagsebességetaz origótól az utolsó szakasz végpontjába húzott egyenesmeredeksége
mutatja. Az ábrára ezt az egyenestszaggatott vonallal rajzoltuk.

A sebesség�id®gra�k on id®egyenesemegegyezik az elmozdulás�id® gra�k onéval. Az egyes szakaszokon
a sebességekállandóak, ezért három vízszintes szakaszt rajzolunk. Az els®sebességv, a második nulla, a
harmadik 2v.

-
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id®

seb.

2v
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0
t telefon t to vább tFehérv ár

2.2. ábra. Pista sebességeaz id® függvényében

Az átlagsebességetolyan vízszintes egyenesselábrázolhatjuk, ami alatt a terület ugyanakkora, mint a
felrajzolt három szakaszból álló vonal alatti terület. Ezt a 2.2. ábrára szaggatott vonallal rajzoltuk.

2. feladat

Egy autós Budapestr®l Gárdonyba utazik. Egyenletes tempóban halad a 7-es úton. Félúton, Marton-
vásárban elhalad egy benzinkút mellett, de nem veszi észre, hogy az üzemanyag fogytán van autójában.
Csak néhány kilométer múlva pillant a m¶szerfalra, és ekkor észreveszi, hogy tankolnia kell. Gyorsan
megfordul, s szokott tempójával visszamegy a benzinkúthoz. Itt a tankolás mellett egy kávét is megiszik.
Fél óra múlva indul tovább, és zavartalanul haladva megérkezik Gárdonyba.
Rajzold fel a történés út�id® és sebesség�id® gra�k onját! Mindk ét gra�k onon ábrázold az átlagsebességet!

Megoldás:

Legyen a viszonyítási pont Budapesten, az indulás helyén, a pozitív irány pedig mutassoninnen Gárdony
felé. Az id®t az indulás pillanatától mérjük.

Az út�id® gra�k onon (2.3. ábra) egyenes szakaszok mutatják a mozgás egyes szakaszait, mert minden
szakaszonegyenletesmozgástvégzett az autó, illetv e a benzinkútnál állt.

Az els®szakasz az út felénél kicsit tovább tart. A második szakasz negatív meredekség¶,mivel az autó
visszafelémozgott. A benzinkútnál álló autót vízszintes szakasz jelzi, a szakasz hosszafél óra. Az utolsó
szakaszaz els®vel azonosmeredekség¶.

Az átlagsebességeta kezd®pontból a végpontba mutató egyenesmeredekségeábrázolja.
A sebesség�id®gra�k onon (2.4. ábra) az els®szakasz képe egy vízszintes szakasz az id®tengelyfölött. A

második szakaszgra�k onja az id®tengelyalatt van, mert a sebességitt negatív. A harmadik szakaszgra�k onja
rajta van az id®tengelyen (a sebességnulla).

Az átlagsebességetmutató szaggatott vonalat úgy rajzoljuk meg, hogy az alatta lév® terület egyenl®az
eredeti gra�k on alatti területtel. A negatív sebesség¶szakasznála szakaszhoztartozó terület is negatív, hiszen
a terület az id®tengelyalatt van.

3. feladat

A 2.5. ábrán egy mozgó test út�id® diagramját láto d. Találj ki az ábra alapján egy történetet!
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Gárdony

2.3. ábra. Az autós út�id® gra�k onja
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2.4. ábra. Az autó sebesség�id®diagramja

-
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id®

hely
H 2

H 1

2.5. ábra. A 3. feladathoz tartozó ábra � Vajon mit ábrázol?

Megoldás:

A történet ehhez hasonló lehet: �Julcsi elindult otthonról cip®t venni. A vonatkoztatási rendszer kez-
d®pontja Julcsi otthonánál van. Elhaladt a lakástól H 1 távolságban lév® kis cip®bolt mellett, mert a H 2

távolságban lév® nagy üzletben akarta a cip®t megvenni. Hosszasannézel®dött, de egyik cip® sem tetszett
neki, ezért visszament a kis üzletbe, ahol rövid id® alatt talált egy megfelel®cip®t, s új cip®jében boldogan
hazaszaladt.�

Fontos a pozitív-negatív irányok, az álló helyzet ésaz utolsó szakasznagyobb meredekségénekfelismerése.

4. feladat

A 2.6. ábrán egy autóbusz sebességrögzít® m¶szerének (tachográfjának) korongja látható. A busz
Budapestr®l Monoron és Hatvanon át Tiszafüredre ment, majd visszajött. A busz sebességea korongról
leolvasható. A m¶szerbe helyezett korong 24 óra alatt fordul körbe, s egy írószerkezet a sebességgelará-
nyos jelet rajzol rá. Minél nagyobb a sebesség,annál nagyobb a rajzolt jel távolsága a kör középpontjától.
A korongon koncentrikus körök jelzik a sebességnumerikus értékét (20 km

h -s léptékben), míg az id®adatok
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a bels®és a küls® körökr®l olvashatók le.
Elemezd a 2.8. ábra alapján a busz mozgását: írd le, hogy milyen események történhettek az utazás
közben. Ment-e a busz a megengedettnél gyorsabban? (A korong egy kis részlete a 2.7. ábrán lát-
ható felnagyítva. A korong készültekor érvényes szabályok szerint autópályán a megengedett legnagyobb
sebesség 80 km

h .)

2.6. ábra. Autóbusz sebességíróm¶szerénekegy lapja

Megoldás:

A tachográf-korong egy körtárcsára rajzolt sebesség�id®diagram, ezért ugyanúgy elemezhet®,mint a de-
rékszög¶koordináta-rendszerbe rajzolt �hagyományos� változat.

Az autóbusz reggelfél kilenc el®tt nem sokkal indulhatott
el. Az els®néhány �tüske� 50 km

h körüli maximális sebességet
jelez: a busza városbanhaladt, éssokszorrövid megállásokra
is kényszerült a piros lámpáknál. Ezután (9 óra el®tt) a tüskék
alacsonyabbak, amit élénkebb forgalom vagy talán útépítési
munkák indokoltak. 9 óra körül � úgy t¶nik � gyorsforgalmi
útra ért, és néhány további piros lámpa után pontosan fél
tízkor érhetett Monorra. Körülbelül tíz percig állt a busz.
Lehet, hogy ekkor szálltak fel az utasok, majd újra elindult
az autóbusz: 11 óráig valószín¶leg alacsony rend¶ utakon ha-
ladt. Ekkor � talán egy korai ebéd kedvéért, Hatvanban �
megálltak, éscsakdélben indultak el újra. Fél egyig megállás
nélkül, jó tempóbanvezetett a sof®r,minden bizonnyal azM3-
as autósztrádán. A fél egy órakor látható rövid megállásegy

2.7. ábra. A tachográf-lap egy részlete

utas kéréséretörténhetett: fényképet akart készíteni (2.7. ábra). Egy óra el®tt térhettek le a sztrádáról, és
valószín¶leg a 33-asúton, kisebb sebességgelhaladtak tovább. Fél kett®re megérkeztek Tiszafüredre. Itt fél
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háromkor a sof®rrövid utat tett (a gra�k on alatti terület mutatja a megtett utat!), talán átállt az utasokkal
megbeszélt találk ozóhelyre, majd még egy óra pihenéskövetkezett. Háromnegyed négykor indultak vissza,
el®szörlassabbanhaladtak, majd az autópályán ismét gyorsabban. Szerencsésvolt a visszaút: a városban
kisebb volt a forgalom, mint reggel, így alig kényszerült a sof®rmegállásra.

2.8. ábra. A tachográf-lap mozgástábrázoló része

Láthatjuk, hogy egy-két alkalommal a sof®rmég 100 km
h fölötti sebességgelis hajtott (talán el®zött), de a

80 km
h -s megengedettmaximális sebességettartósan is átlépte.

Osztályteremben történ® feldolgozásesetéreajánljuk a tachográf-korongábrájának átmásolásátkivetíthet®
fóliára.

5. feladat [KI, 2001. K4.]

A vasúti menetrendb®l kimásoltunk egy oldalt (2.9. ábra). Az állomások helyét jelöl® adatokat az els®
oszlopban találo d, a további oszlopok a vonatok állomásra érkezésének idejét tartalmazzák. A megjelölt
oszlop id®adatait használva határozd meg a Fonyódról 9 óra 53 perckor induló vonat átlagos sebességét
az egyes állomások között, Fonyódtól Keszthelyig. Ábrázold a kapott átlagsebesség-adatokat sebesség�
id® diagramon! Rajzold rá a gra�k onra a vonatnak az egész útszakaszra vonatkozó átlagsebességét is!
Ment-e a vonat a vizsgált útszakaszon 1 km

perc -nél nagyobb sebességgel?
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Megoldás:

2.9. ábra. Az 5. feladathoz tartozó menetrendi részlet

A gra�k on megrajzolásáhozgy¶jtsük ki a menetrendb®l az egyes állomások távolságáraés a vonat me-
netidejére vonatkozó információkat! Az egyes állomások közötti távolságés ezek megtételéhezszükségesid®
hányadosaadja a vonat két állomásközti átlagsebességét.Az adatok a 2.1. táblázatban, a sebesség�id®gra�k on
pedig a 2.10. ábrán látható.

A teljes útra számított átlagsebességetjelz® vízszintes egyenesberajzolásához (a 2.10. ábrán szaggatott
vonal jelzi) felhasználjuk, hogy a vonat 56 perc alatt jutott el Fonyódtól Keszthelyig, azaz56 perc alatt 33 km
távolságra jutott. Így az átlagsebesség35 km

h .
Arra a kérdésre,hogy ment-e a vonat 1 km

perc (60 km
h ) sebességnélgyorsabban, azt válaszolhatjuk, hogy

igen. Miv el az utolsó szakaszonaz átlagsebesség60 km
h , és ebbe beleértend®az indulás ésa fékezésszakasza

is, közben tehát kellett, hogy a vonat 60 km
h sebességnélnagyobb pillanatn yi sebességgelmenjen.

6. feladat [SzkiÖF , 1.13.]

A 2.2. táblázat a Nagybörzsönyb®l induló és Nagyirtás állomásig közleked®erdei vasút menetrendjéb®l
való.
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2.1. táblázat. A vonat átlagsebességeaz egyesszakaszokon
Távolság Id®tartam Átlagsebesség

2 km 4 perc 30 km
h

2 km 3 perc 40 km
h

3 km 5 perc 36 km
h

2 km 4 perc 30 km
h

2 km 3 perc 40 km
h

5 km 6 perc 50 km
h

4 km 6 perc 40 km
h

3 km 4 perc 45 km
h

0 km 11 perc 0 km
h

10 km 10 perc 60 km
h

-
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id®

seb.

20 perc 56 perc

60 km
h

10 km
h

2.10. ábra. A vonat sebesség�id®gra�k onja Fonyód ésKeszthely között

2.2. táblázat. A 6. feladatban szerepl®kisvonat menetrendje
km hely id® odafelé id® visszafelé
0 Nagybörzsöny 9 h 50 p 17 h 20 p
4 Kisirtás 10 h 15 p 17 h 00 p
8 Nagyirtás 10 h 40 p 16 h 30 p

a) Ábrázoljuk a délel®tti járat elmozdulás�id® gra�k onját, és adjuk meg az egyes szakaszokon a sebessé-
gét, ha feltesszük, hogy a vonat a megállók közt egyenletesen haladt.

b) Ábrázoljuk a délutáni visszaút elmozdulás�id® gra�k onját is, és itt is határozzuk meg a sebességeket!
A visszaút esetén ne változtassuk meg az eddig használt viszonyítási pontot!

c) Ábrázoljuk a teljes nap történéseit az elmozdulás�id® gra�k onon!

Megoldás:

A távolságmérésértelemszer¶enválasztott viszonyítási pontja a kisvasút nagybörzsönyi végállomása. Az
elmozdulástengelyNagyirtás felé mutat.

a) A táblázatból kiolvashatunkösszetartozóhely�id® értékpárokat, ezeka gra�k ononpontokként jelennekmeg.
Ezeket a pontokat egyenesszakaszokkal köthetjük össze,mivel feltételeztük, hogy az egyes szakaszokon a
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Nagybörzsöny, 0 km

Kisirtás, 4 km
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2.11. ábra. A kisvasút délel®tti útja

sebességállandó. Így a délel®tti szakasztazelmozdulás�id®gra�k ononábrázolva egyegyenesvonalat látunk
(2.11. ábra).

A vonat tehát az egészúton egyenletesenmozgott, sebességeaz egyenesmeredekségéb®l adódóan 9,6 km
h .

b) A visszaút ábrázolásakor ugyanazt a koordináta-rendszert használjuk, mint korábban. A vonat tehát a
viszonyítási ponttól 8 km-r®l indul, és ellenkez®irányba megy, mint délel®tt. A mozgásgra�k onja tehát
lejt, a meredekségnegatív, ami jelzi a sebességneka korábbihoz viszonyított ellenkez®irányát. A táblázat
adatai szerint a vonat az út els®felén lassabbanhalad, mint a másodikban. A teljes gra�k on így két
különböz®meredekség¶szakaszból áll. Az egyes szakaszokon a sebességek(nagysága, abszolút értéke):
Nagyirtás�Kisirtás 4 km

30 perc = 4 km
0;5 h = 8 km

h ; Kisirtás�Nagyb örzsöny szintén 4 km 20perc alatt, tehát 4 km
20 perc =

4 km
0;33 h = 12 km

h , s végül Nagyirtás ésNagybörzsöny között 50 perc alatt 8 km: az átlagsebesség9,6 km
h (ezt

szaggatott vonal jelzi a 2.12. ábrán).
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2.12. ábra. A kisvasút délutáni útja

c) A teljes id®szakraelkészítve az elmozdulás�id®gra�k ont újdonságként jelenik meg a Nagyirtáson álló hely-
zetben töltött közelhat óra ábrázolása.Ha a test nemmozdul el egyid®tartamban, akkor az elmozdulás�id®
gra�k onja vízszintes egyenes,sebességezérus(2.13. ábra).
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2.13. ábra. A kisvasút egy napja az út�id® gra�k onon
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7. feladat [FFF , 5.]

A 2.3. táblázat a nyúl, a kutya, a fácán és a csiga egyenes vonalú mozgásakor mért adatokat mutatja.
Négy másodpercig minden másodperc végén rögzítették, hogy a meg�gy elés kezdetét®l hány méter utat
tett meg az állat.

2.3. táblázat. A 7. feladat adatai
Id®tartam 1 s 2 s 3 s 4 s

Nyúl 18 m 30 m 40 m 48 m
Kut ya 30 m 60m 90 m 120 m
Fácán 16 m 30 m 50 m 64 m
Csiga 1 mm 2 mm 3 mm 0,004 m

a) Melyik állat mozgott egyenletesen?

b) Mekkora volt az egyenletesen mozgó állatok sebessége?

Megoldás:

A hely- és id®méréskezdetét a feladat kijelöli, így természetesen illeszthet® egy-egykoordináta-rendszer
mind a négy állat mozgásához:az origót az id®méréskezdeteésaz állat e pillanatban elfoglalt helye határozza
meg, az elmozdulástengelyirányát pedig az állat mozgása.Rajzoljuk fel az állatok mozgásánakút�id® gra�-
konjára a megadott értékpárokat, majd húzzunk egy-egyegyenest,mely átmegy az origón ésaz els®megadott
ponton (2.14. ábra). Ha az állat egyenletesenmozgott, akkor az összesmegadott pont rajta van ezen az
egyenesen.

A rajzok alapján elmondhatjuk, hogy a nyúl nem mozgott egyenletesen: egyre kisebb távokat tett meg
egy-egy másodperc alatt, tehát lassult. A kutya és a csiga láthatóan egyenletes sebességgelhaladtak. A
fácán esetében azt mondhatjuk, hogy mivel a mérésihibákat nem lehet kiküszöbölni teljesen, s az egyenesjól
illeszkedik a mért pontokra, eza mozgásis egyenletes.A sebességeta berajzolt szaggatottegyenesmeredeksége

mutatja meg: a kutya sebessége
120
4

m
s

= 30
m
s

, a fácáné
64
4

m
s

= 8
m
s

, a csigáé
0; 004

4
m
s

= 0; 001
m
s

.

8. feladat [K özFiz, 13.]

A 2.15. ábra egy test mozgásának út�id® diagramját mutatja. Mekkora a test sebessége a mozgás
egyes szakaszaiban?

Megoldás:

A gra�k on egymáshozcsatlakozó egyenes szakaszokból áll. Minden szakasz egyenes vonalú egyenletes
mozgástjelez. A mozgássebességétaz egyesszakaszokmeredekségeadja. A meredekségekmeghatározásáhoza
töréspontok koordinátáinak leolvasásáravan szükség,ebb®lhatározzuk mega mozgássoránmegtett útszakasz
(� s) és az ehhez szükségesid® (� t) értékét. Így az els®négy másodperc alatt a test 5 m utat tesz meg,
sebességetehát 1; 25 m

s . A következ®2 másodpercben 10 m-t mozdul el, ekkor tehát a sebessége5 m
s . Majd

6 s alatt 15 m-t teszmegellenkez®irányba, sebességetehát � 2; 5 m
s . Az átlagsebességa megtett út ésa közben

eltelt id® hányadosa,így az els®két szakaszonaz átlagsebesség:az elmozdulás15 m, az eltelt id® 6 s, tehát
az átlagsebesség2,5 m

s . Ezt a rajzon a szaggatott vonal meredekségemutatja. A három szakaszonegyüttvéve
12 s alatt az elmozdulás0, a megtett út pedig 30 m. Így az átlagsebességitt is 2,5 m

s .

9. feladat [FFF , 20.]

A 2.16. ábra egy test egyenes vonalú mozgásának út�id® gra�k onját mutatja. Készítsd el a mozgás
sebesség�id® gra�k onját!

Megoldás:

A mozgáshárom jól elkülöníthet® szakaszra oszlik. Az els®4 másodpercben a test állandó sebességgel
mozgott pozitív irányba. Ezt követ®en a viszonyítási ponttól 20 m távolságban4 másodpercig állt, majd 2
másodpercig visszafeléhaladt egyenletesen.
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-

6

id®

hely

Nyúl

1 s 2 s 3 s 4 s

18 m

30 m
40 m
48 m

-

6

id®

hely

Kut ya

1 s 2 s 3 s 4 s

30 m

60 m

90 m

120 m

-

6

id®

hely

Fácán

1 s 2 s 3 s 4 s

16 m

30 m

50 m

64 m

-

6

id®

hely

Csiga

1 s 2 s 3 s 4 s

1 mm

2 mm

3 mm

0,004 m

2.14. ábra. Az állatok mozgásánakút�id® gra�k onjai

-

6

id®

hely

5 m

15 m

4 s 6 s 12 s

2.15. ábra. A 8. feladat gra�k onja

Olvassuk le a mozgáshárom szakaszán, hogy mennyi id® alatt mekkora távolságot tett meg a test! Az
els®szakaszt, 20 m-t 4 s alatt tette meg a test, sebességetehát 5 m

s . A mozgásmásodik szakaszában2 s
id®tartam alatt az elmozdulásnulla, így itt a sebességis nulla. A harmadik szakaszonszintén 2 s id® alatt
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-

6

id®

hely

20 m

10 m

4 s 8 s 10 s

2.16. ábra. A 9. feladatban szerepl®test út�id® gra�k onja

10 m-t mozgott a test ellenkez®irányba, sebességetehát � 5 m
s . Mindezt koordináta-rendszerben ábrázolva

a 2.17. ábrát rajzolhatjuk:

-

6

id®

seb.

4 s

8 s 10 s

� 5 m
s

5 m
s

2.17. ábra. A 9. feladatban szerepl®test sebesség�id®gra�k onja

10. feladat ? [FKF, 2.2/33.]

Budapest és Makó távolsága országúton 226 km. Mindk ét városból egyidej¶leg egy-egy autó indul
egymás felé. A Budapestr®l induló autó átlagsebességéneknagysága 70 km

h . Makótól 86 km távolságra
találk oznak.
Mekkora a másik autó átlagsebessége?

Megoldás:

Legyen a vonatkoztatási rendszerorigója Makón, az induló autónál. A pozitív irány mutasson Budapest
felé. Az id®mérésta két autó indulásának pillanatában kezdjük. Legyen a találk ozásid®pontja t, s jelöljük a
Makóról induló autó átlagsebességétv-vel!

Rajzoljuk fel az út�id® gra�k ont!

-

6

id®

hely

t
Makó, 0 km

Bp. 226 km

t. helye, 86 km

2.18. ábra. A két autó egymásfelé halad
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A 2.18. ábra alapján felírhatjuk, hol tartózkodnak az autók a t id®pontban:

226km � 70
km
h

� t = 86km (2.1)

v � t = 86km (2.2)

A (2.2) egyenletb®l t = 2h, ezt (2.1) egyenletbe írva v = 43 km
h .

11. feladat ?

Két ismer®skutya 40 m távolságról megpillantva egymást egyszerre kezd futni
egymás felé. A kisebbik sebessége3 m

s , a nagyobbiké 5 m
s .

Hol, és mennyi id® múlva találk ozik a két kut ya?

Megoldás:

Készítsük el a két kutya mozgásánakút�id® gra�k onját! A vonatkoztatási rendszerkiindulóp ontja legyen
egyolyan tárgyhoz rögzítve,ami a kisebbik kutya kiindulási helyénélvan; tegyük fel például, hogy a kutyaháztól
kezd futni. A pozitív irány a nagyobbik kutya felé mutasson.

A nagyobbik kutya így negatív irányba fut, sebességeezért negatív. Az id®t akkor kezdjük mérni, amikor
a két kutya elkezd futni. Az út�id® gra�k on a 2.19. ábrán látható.

-

6

id®

hely

13,3 s8 st
Kut yaól

40 m

x

2.19. ábra. A két kutya egymásfelé fut

Jelölje a találk ozáshelyét x, idejét t. A két kutya mozgását két ferde egyenesjelzi. Az egyenesekme-
redekségea sebességetmutatja: a 40 m hosszúút befutásához az egyiknek 8 s, a másiknak 13,3 s id®re
van szüksége. Természetesencsak a találk ozásig futnak a kutyák, de az egyeneseket hosszabbanrajzoljuk,
hogy a meredekségükpontos legyen. A találk ozáshelyét ésidejét a két egyenesmetszéspontjának koordinátái
mutatják meg.

A kisebbik kutya t ideig fut 3 m
s sebességgel,tehát az origóból indulva t id® múlva x = 3 m

s � t távolságra
kerül az origótól. A nagyobbik kutya az origótól 40 m távolságbanindul, sebessége5 m

s , tehát t id® múlva
40m � 5 m

s � t távolságrakerül az origótól. Miv el ez a találk ozáshelye, ez a két távolságegyenl®:

3
m
s

� t = 40m � 5
m
s

� t;

ahonnan t = 5s, ésx = 15m.

12. feladat ??

A 11. feladatban szerepl®két kut ya orra között egy gyors légy száll ide-oda, ameddig a kutyák orra
összenem ér. Mennyi utat tesz meg a légy, ha sebessége40 m

s ?

Megoldás:

Rajzoljuk rá a 2.19. ábrára a légy mozgásátis! Az így kapott rajz a 2.20. ábrán látható.
A légy sebességéneknagyságaállandó, de a sebességiránya váltakozik. Ezért a mozgásképe az út�id®

diagramon egy váltakozva emelked®és lejt® egyenes. A megtett út: ennek a tört vonalnak minden szakaszát
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-

6

id®

hely

5 s

Kut yaól

40 m

15 m

2.20. ábra. A légy mozgásaa két kutya orra között

meg kell vizsgálni, hogy az elmozdulástengelyen mekkora távolságot repült a légy, s ezeket a távolságokat kell
összeadni.

A 2.20. ábra segítségülszolgálhat annak felismerésében, hogy a légy ismert nagyságúsebességgelismert
ideig repül: a sebességel®jelének váltakozásacsakaz egyesszakaszokon repül®légy mozgásánakirányával van
összefüggésben. Mink et azonban most csaka megtett utak abszolút értékénekösszegeérdekel, vagyis az az út,
amit a légy 5 s alatt 40 m

s sebességgelmegtesz.Ez pedig 5s� 40 m
s = 200m.

13. feladat [K özFiz, 19.]

A 2.21. ábra egy test sebesség�id® diagramját mutatja.

a) Értelmezzük a gra�k ont! Hogyan mozgott a test az els®tíz másodperc alatt?

b) Mekkora a megtett út 10 s alatt?

c) Rajzoljuk meg az út�id® diagramot!

d) Mekkora a mozgó test átlagsebességeaz els®tíz másodperc alatt?

-

6

id®

seb.

2 s 5 s 10s 14s

1 m
s

2,5 m
s

5 m
s

2.21. ábra. A 13. feladathoz tartozó sebesség�id®diagram

Megoldás:

Az ábrázolt mozgáshárom szakaszrabontható.

a) A test mindhárom szakaszonegyenesvonalú egyenletesmozgástvégzett, mert a szakaszokon a sebességnem
változik. Két id®pontban (a kezdett®lszámított 2 és 5 másodperckor) hirtelen, pillanatszer¶en változik a
sebesség.

b) A megtett út a gra�k on alatti terület. Három téglalap területét kell tehát összeadnunk: 2s � 2; 5 m
s = 5m,

3s� 5 m
s = 15m és5s � 1 m

s = 5m, összesen25 m.
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c) Az út�id® diagramona szakaszonként állandó sebességekmiatt ferdeszakaszoklesznek,pozitív meredekség-
gel. Az egyesszakaszokkezd®-ésvégpontjának koordinátáit a sebesség�id®gra�k onéval azonosid®adatok
ésa most kiszámított helyadatok adják (2.22. ábra).

-

6

id®

hely

2 s 5s 10s 14s

5 m

20m

25m

2.22. ábra. A test elmozdulás�id®gra�k onja

d) A 10 másodperc alatt megtett útra az átlagsebességetaz út�id® gra�k onra rajzolt szaggatott vonal mere-
dekségemutatja: 25 m-t tett meg a test 10 s alatt, átlagsebességetehát 2,5 m

s .

14. feladat [SzkiÖF , 1.12.]

Egy gépkocsi az útjának egyharmad részét 60 km
h átlagsebességgel,kétharmadát pedig 90 km

h átlagse-
bességgel teszi meg.
Mekkora az egész útra számított átlagsebesség?

Megoldás:

Az egészútra számított átlagsebességetaz egészút ésa teljes menetid®hányadosaadja meg. A feladat meg-
oldásaazért nehéz,mert egyik szükségesadat sincs közvetlenül megadva. Meghatározásukkülön okoskodást
kíván. Miv el a példa adatai a két szakaszsebességérevonatkoznak,célszer¶a mozgástsebesség�id®gra�k onon
ábrázolni. (Az átlag-diák számáraezsemegyszer¶,mivel az ábrázoláshoza részid®-adatokhiányában bet¶ket
kell használni � �min tha ismernénkaz értékeket�!)

Jelöljük az els®szakasz megtétele közben eltelt id®t � t1-gyel, a második szakasz megtételéhezszükséges
id®t pedig � t2-vel. Rajzoljuk fel a sebesség�id®gra�k ont! Az út a gra�k on alatti területtel egyenl®(2.23.
ábra).

-

6

id®

seb.

t1 t2� t1 � t2

60 km
h

90 km
h

1
3

2
3

2.23. ábra. A gépkocsi sebesség�id®gra�k onja

A teljes megtett út a két szakaszbanmegtett utak összege:60 km
h � � t1+ 90 km

h � � t2. A teljes út megtételéhez
szükségesid® � t1 + � t2. A kiszámítandó átlagsebességet( �v) tehát így írhatjuk:

�v =
60 km

h � � t1 + 90 km
h � � t2

� t1 + � t2
:
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A megtett utak arányából következ®en a 60 km
h sebességgelmegtett út éppen fele a 90 km

h sebességgel
megtett útnak, azaza gra�k onról leolvashatóan:

2 � 60
km
h

� � t1 = 90
km
h

� � t2:

Ebb®l

� t1 =
3
4

� t2:

Az átlagsebességösszefüggésébe ezt beírva kapjuk:

�v =
60 km

h � 3
4 � t2 + 90 km

h � � t2
3
4 � t2 + � t2

:

Ezt a törtet már egyszer¶síthetjük� t2-vel, s így kapjuk:

�v =
540
7

km
h

= 77; 143
km
h

Bár ezzela feladatot megoldottuk, rajzoljuk még fel a történéseket az elmozdulás�id®gra�k onra is! Ehhez
rögzítsüka koordináta-rendszerkezd®pontját azels®szakaszkezd®pontjához: azelmozdulástengelyzéruspontja
legyen a kiindulási pont, ahol az autó az indulás el®tt tartózkodott. A teljes megtett utat jelöljük s-sel!

-

6

id®

út

s=3

s

t2t13
4 � � t2 � t2

2.24. ábra. Az autó út�id® diagramja

A 2.24.ábrán látható gra�k onon a megtört egyenesvonal els®szakaszánakmeredeksége60 km
h , a második

szakaszmeredeksége90 km
h . Az átlagsebességa megtört vonal két végpontját összeköt® egyenesmeredeksége,

ezt kell leolvasnunk az ábráról.
A teljes s út két részb®l tev®dik össze: 3

4 � t2 � 60 km
h , illetv e � t2 � 90 km

h . Ez

3
4

� t2 � 60
km
h

+ � t2 � 90
km
h

:

Az egyenesmeredekségénekkiszámításáhozezt osszukel 3
4 � t2 + � t2-vel, és így a keresett átlagsebesség

540
7

km
h = 77; 143 km

h .

15. feladat ? [SzkiÖF , 1.29.]

Ha csak minden második lépcs®fokra lép Jancsi, kétszer olyan gyorsan halad a lépcs®n, mintha �sza-
bályosan�, egyesével lépkedne.

Jancsi a metró lefelé haladó mozgólépcs®jén egyesével lépegetve megy le, és így 1 perc alatt ér le.
Ha kettesével veszi a lépcs®fokokat, akkor 45 másodperc alatt ér le.
Mennyi id® alatt ér le, ha áll a lépcs®n?

Megoldás:

A viszonyítási rendszerkezd®pontja legyen a lépcs®tetejénél álló jegykezel®automata. Jelöljük a mozgó-
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-

6

id®

seb.

v0 + 2v

v0 + v

v0

45 s 60 s t

2.25. ábra. Jancsi sebességea mozgólépcs®n

lépcs®sebességétv0-lal, Jancsi sebességétaz álló lépcs®kön v-vel, illetv e 2v-vel!
Ekkor els®esetben a viszonyítási rendszerhezképest v0 + v, a második esetben v0 + 2v sebes-

séggelhalad Jancsi. Ha csak áll a mozgólépcs®n,akkor természetesen a rendszerhezképest ® is
v0 sebességgelmozog. Jelöljük a keresett id®értéket t-vel!

Ábrázoljuk a sebesség�id®gra�k onon (2.25. ábra) a három esetet:
Miv el Jancsi mindhárom esetben ugyanakkora utat tett meg, a gra�k onon látható három téglalap területe

megegyezik.

45s(v0 + 2v) = 60s(v0 + v)

45sv0 + 90sv = 60sv0 + 60sv

30sv = 15sv0

2v = v0; (2.3)

illetv e

60s(v0 + v) = t v0

60sv0 + 60sv = t v0

ahová a (2.3) egyenletet behelyettesítve

60sv0 + 30sv0 = t v0

90sv0 = t v0

t = 90s

Jancsi tehát 90 másodperc alatt ér le a mozgólépcs®vel a metróhoz, ha nem mozdul el a mozgólépcs®höz
viszonyítva.

16. feladat ?

Egy tökéletes szélcsendben zajló Forma�1-es futamon a célegyenesben egy autó elromlik, ezért meg
kell állnia. Megállás után a moto r kigyullad. A füst az autóhoz képest 10 km

h nagyságú sebességgelterjed
minden irányba.
A baleset pillanatában mögötte 200 m-rel 200 km

h sebességgel haladó versenyz® mennyi ideig vezet a
füstfelh®ben?

Megoldás:

Készítsük el a történések út�id® gra�k onját!
A történetet attól a pillanattól vizsgáljuk, amikor a megállt versenyautó kigyullad. A koordináta-rendszert

tehát az ég®autóhoz rögzítjük. Az autó füstje egyenletesenterjed minden irányba, két szélénekmozgásátaz
origóból induló, az id®tengelyreszimmetrikus két egyenesábrázolja. A füst elejéneka környezethezviszonyított
sebessége10 km

h , végéneksebessége� 10 km
h .
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A közeled®versenyautó a történések kezdeténépp 200 m távolságra van a kigyulladt kocsitól és 200 m
s

sebességgelegyenletes tempóban közeledik. Mozgását a 2.26. ábrán a meredek egyenesvonal jelzi. Az álló
autó �mozgását� az id®tengelyen lév® vízszintes egyenes ábrázolja. A füst szélét jelz® és a közeled®autó
mozgását mutató egyenesa t1 id®pontban metszi egymást: ekkor fut be az autó a füstfelh®be, és a másik
metszéspontról leolvasható t2 id®pontban hagyja azt el.

-

6

id®

hely

t1 t2

� 0; 2 km

x1

x2

2.26. ábra. A két versenyautó ésa füstfelh®

A versenyz®t1 és t2 id®pontok között tartózkodik a füstben. Az alatt az id® alatt, míg eléri a füstöt (t 1),
annyival ment kevesebbet 200 m-nél, amennyit ezalatt a füst megtett: 10 km

h � t1. Azalatt az id® alatt, amíg
kilép a füstb®l (t2), annyival megy többet 200 m-nél, amennyit ezalatt az id® alatt a füst megtesz. Így a két
id®pontra a következ®egyenletek írhatók fel:

200
km
h

� t1 +10 km
h � t1 = 0; 2km;

200
km
h

� t2 � 10 km
h � t2 = 0; 2km:

Ebb®l t1 = 0; 2=190h, illetv e t2 = 0; 2=210h. A két id®pont közt eltelt id® 0; 04=399h, azaz0; 36 s.
A pilóta tehát 0; 36 s ideig kényszerült arra, hogy a füstben haladjon.

17. feladat ? [FFF , 25.]

Egy gépkocsikból álló menetoszlop � elején és végén egy-egy moto rossal � egyenletesen halad Buda-
pesten, a városhatárhoz közel. A gépkocsioszlop mögött haladó moto ros a városhatár végét jelz® táblánál
90 km

h egyenletes sebességgel elkezdi el®zni a menetoszlopot. 5 perc alatt ér a menetoszlop elejére. Itt
nagyon gyorsan jelzi a másik moto rosnak, hogy a következ® elágazásnál merre kell majd menni, majd
megfordul és visszaindul szintén 90 km

h sebességgel. 2 perc alatt ér vissza a menetoszlop végére. Az
üzenetátadással és a megfordulással töltött id® elhanyagolhatóan kicsi.
Mily en sebességgelhalad, és milyen hosszú a menetoszlop?
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Megoldás:

Ábrázoljuk a történéseket út�id® diagramon! A koordináta-
rendszerorigóját a városhatár-tábla, illetv e az az id®pont jelöli
ki, mikor a motoros az el®zésbe kezd.
A menetoszlopmozgásátkét párhuzamosegyenesselábrázoljuk
a 2.27. ábrán: az egyik a menetoszlopelejét, a másik a végét
jelzi. Jelöljük a menetoszlophosszát l-lel, azt a helyet, ahol
a motoros eléri a menetoszlopelejét, x1-gyel, ahol visszaér a
végére,x2-vel.

Számítsuk ki el®szörx1 és x2 értékét! Tudjuk, hogy a mo-
toros 5 percig halad 90 km

h sebességgel,azaz 300 s ideig 25 m
s

sebességgel,ezért 25 � 42m = 7500m-t távolodik a táblától,
x1 = 7500m. Visszafelé 2 perc alatt 3000 m-t megy, tehát
x2 = 7500m � 3000m = 4500m.

Most már meg tudjuk határozni a menetoszlopvégét jelz®
egyenesmeredekségét:7 s alatt 4500m-t tett meg a menetosz-
lop, sebességetehát 10; 71 m

s = 38; 57 km
h .

Öt perc alatt a menetoszlopezzel a sebességgel3214 m-t

-
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id®

hely

x1

x2
l

Budap est

5 perc 7 perc

2.27. ábra. A menetoszlop
haladt, a menetoszlophosszatehát l = 7500m � 3214m = 4286m.

18. feladat ?? [K özFiz , 35.]

Egy hosszú fatö rzset ökör húz, a hajtó a fatö rzs végénél ballag. Mivel az ökröt nem akarja megállítani,
úgy szeretné megtudni a fatö rzs hosszát, hogy �lelépi� a fatö rzs hosszúságátmenetirányban, s azt találja,
hogy 18 lépés, valamint visszafelé, így 12 lépés. A lépések egyenl®hosszúakés a hajtó sebességemindkét
esetben ugyanakkora nagyságú.
Mily en hosszú a fatö rzs? Mekkora az ökör és a hajtó sebessége?

Megoldás:

Rajzoljuk fel a történetet az út�id® gra�k onra! Miv el a történetben fontos szerepet kap a lassanmozgó
hosszúgerendaésa gyorsabbanlépked®hajtó, a gra�k ononmindkett®mozgásánakszerepelnie kell. A gerenda
mozgásátnem tudjuk egyetlen egyenesselábrázolni, hiszen a gerendahosszafontos távolsága feladatban. A
gerendamozgásátúgy ábrázolhatjuk, hogy elejénekés végéneka mozgásátis megrajzoljuk. A gra�k on meg-
szerkesztésének els®lépéseként rögzítjük a koordináta-rendszert. Az id®t attól a pillanattól mérjük, amikor
a hajtó a gerenda végét®lelindul el®re. Ekkor épp egy útszéli kereszt mellett haladt el: ez lesz (y) a tá-
volságméréskiindulóp ontja. Az így felvett koordináta-rendszerben a gerendát a kezdeti pillanatban egy, az
elmozdulástengelyen lév®szakaszmutatja. A gyalogoskét irányú mozgásáta 2.28.ábrán két, azonosabszolút
érték¶, de ellenkez®el®jel¶ meredekséggelfelrajzolt egyenesselábrázoljuk.

Legyen a fatörzs hosszal, sebességev! Jelölje a megfordulásid®pontját t1, azt az id®pontot, amikor a hajtó
visszaéra gerendavégéhez,t2. Így az egyirányú mozgásid®tartama t1 � 0 = t1, az ellenkez®irányúé t2 � t1.

Amik or a hajtó el®relépkedve 18 lépésnekméri a gerendát, a gerendavalódi hosszánáltöbbet mér. A
gra�k onról leolvasható,hogy ez a többlet épp az a távolság,amit a gerendaez id® alatt megtesz,azaz

18lépés= l + v � t1:
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2.28. ábra. A gerendahosszánakméréselépésekkel

Visszafeléa mért 12 lépéséppen akkora távolsággalkevesebba gerendahosszánál,mint amekkora távolságot
a gerendamegtett a mérésközben:

12lépés= l � v � (t2 � t1):

A két egyenlet alapján a kérdezett l hosszkiszámítása lehetetlennek t¶nik, hiszen az l mellett v, t 1 és t2

szintén ismeretlen.
A megoldást az teszi mégis lehetségessé,hogy t1 és t2 id®pontokhoz megfelel®id®egységválasztásával

számértékeket rendelhetünk.
A diákok számáramagától értet®d®, hogy a gerendahosszát lépéshossz-egységekben számoljuk ki. Arra

azonban kevesengondolnak, hogy az ütemes lépés az id® egységétis jelentheti. Ha id®egységüla lépésid®t
választjuk, t1 = 18lépésid®, t2 � t1 = 12lépésid®.Így a feladat már megoldható.

A mértékegységekszabadválasztásánakmeger®sítéséreérdemesfelhívni a �gy elmet, hogy a fenti egység-
választáseseténa hajtó sebessége1 lép és

lép ésid®. A gerendasebességétugyancsak lép és
lép ésid® egységekben kaphatjuk

meg.

18lépés� v � 18lépésid®= l

12lépés+ v � 12lépésid®= l:

Az így kapott egyenletrendszerben már csak két ismeretlen van. Így az ökör (és a fatörzs) sebessége:

v =
1
5

lépés
lépésid®

, a fatörzs hossza:l = 14; 4 lépés.

19. feladat ??? [K özFiz, 37.]

Egy halász felfelé evez a folyón. A híd alatt áthaladva a vízbe esik a csáklyája, de ezt csak fél óra
múlva veszi észre. Ekkor visszafordul, és a hídtól 5 km-rel lejjebb éri utol a csáklyát. A halász a folyón
felfelé és lefelé haladva egyformán evez.
Mennyi ideig sodorta a víz a csáklyát?

Megoldás:

Rögzítsük a vonatkoztatási rendszer origóját a hídhoz! A pozitív irány legyen a halász haladási iránya
a történet (és az id® mérésének)kezdetén,azaz amikor a csáklya kiesik a csónakból. Így a folyó sebessége
negatív.

A halász egyformán evez mindkét irányba, azaz a csáklyához (és így a folyóhoz) képest sebességének
nagysága(abszolút értéke) ugyanakkora, csakkezdetben pozitív, a megfordulásután negatív. Ezért, ha a folyó
sebességea hídhoz képest v, ésa csónaksebességea folyóhozképest kezdetben u, akkor a hídhoz viszonyítva
a csónaksebességekezdetben u � v, majd a megfordulásután � (u + v).

Rajzoljuk meg az út�id® diagramot! A 2.29. ábrán a csónakmozgásátaz els®fél órában a pozitív (u � v)
meredekség¶egyenes, majd a találk ozásig a negatív (� (u + v)) meredekség¶egyenesmutatja. A csáklya
gra�k onja egy � v meredekség¶egyenes.A találk ozásigeltelt id®t jelölje t!
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2.29. ábra. A halászésa csáklya út�id® diagramja

A fordulóig 5 km-rel kevesebbet tett meg a halász,mint a fordulótól a találk ozásig.A fordulóig megtett út
0; 5h � (u � v), a forduló után megtett távolságpedig (t � 0; 5h) � (u + v). Így tehát az el®z®állítás a következ®
egyenlet formájában fogalmazhatómeg:

0; 5h � (u � v) + 5km = (t � 0; 5h) � (u + v): (2.4)

Tudjuk még,hogy a hídtól � 5 km távolságraa csáklya v sebességgelt id®alatt jutott el, ahonnant = � 5 km
v .

Ezt behelyettesítve a (2.4) egyenletbe, mégmindig két ismeretlenünk marad, s nemlátszik rögtön, hogy u kiesik
az egyenletb®l. Ezt a nehézségetleküzdve azt kapjuk, hogy a folyó sebességev = � 5 km

h , a csáklya pedig t = 1h
ideig volt a vízben.

Meg jegyzés. A legjobb tanulóknak megmutatható, hogy a viszonyítási rendszer szokásostól eltér®, ügyes
megválasztásával a feladat megoldásalényegesenkönnyebbé válhat.

Rögzítsük most a viszonyítási rendszert a folyón úszócsáklyához! Ekkor a folyó a rendszerben nem mozog,
a csónaksebességepedig a két irányba azonosabszolút érték¶. Így az út�id® gra�k on a 2.30. ábrán látható
lesz.
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2.30. ábra. A halászmozgásaa csáklyához rögzített rendszerben

Miv el a gra�k on szimmetrikus, azonnal látható, hogy t = 2 � 0; 5h = 1h.

2.2. Egyenes vonalú egyenletesen változó mozgás

20. feladat

A 2.31. ábra egy kerékpáros mozgását ábrázolja. Elemezd az ábrát, és rajzolj a mozgásról sebesség�id®
diagramot!

Megoldás:

Az út�id® gra�k onról megállapítható, hogy a kerékpáros az origóból (talán otthonról) indult, gyorsuló
mozgássala pozitív irányba. Rövid ideig egyenletessebességgelhaladt, majd hirtelen lefékezett. Egy ideig
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2.31. ábra. A 20. feladat gra�k onja

állt (lehet, hogy vásárolt a boltban), majd gyorsított visszafelé. Kényelmesebben nyomta a pedált, mint az
odaúton, de kés®bbtovább gyorsított. Túlhaladt az origón, majd lefékezett és megállt (elképzelhet®,hogy a
vásárolt élelmiszert a nagymamájához vitte).

A sebesség�id®gra�k on els®szakasza tehát egy ferde egyenes, majd egy rövid vízszintes szakasz. Ezt
követ®en a sebességrövid id® alatt nullára csökken: a gra�k on ferde, és meredeken lejt. A következ®szakasz
az id®tengelyalatti, kevésbé meredekferdeegyenes,ezt egy vízszintes szakaszköveti. A további gyorsulásképe
egy lankásanferde szakasz. Újabb vízszintes után a fékezéstmeredek,az id®tengelyigemelked®ferde egyenes
jelzi. A készrajz a 2.32. ábrán látható.
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2.32. ábra. A kerékpárossebesség�id®diagramja

21. feladat [FKF, 2.3/21.]

�Reccs!! � Segítség! � suttogta Micimack ó, de csak halkan és �noman, hogy ne zavarjon vele senkit,
a mézet. Egyébként pedig: Segítség!� 1

miközben a két méterrel alatta terpeszked® ág felé zuhant.
� Tulajdonképpen. . . � mondta a három méternél lejjebb nyúló faágra pott yanva.
� Véleményem szerint. . . � magyarázta tovább két bukfenc között, miközben

öt méterrel alább került � csak azt akartam mondani. . .
� Természetesen ebben az esetben. . . � folytatta udvariasan, miközben re-

kordsebességgelzuhant keresztül a következ®hat darab faág között.
� Feltevésem szerint mindez csak azt jelenti. . . � határozott végre, elbúcsúzva

az utolsó faágtól, hogy további három bukfenc árán végre kecsesenelhelyezkedjék
egy rekett yebokorban �, azt jelenti, hogy bizonyos szempontb ól nagyon szeretem

1 Részlet A. A. Milne: Micimackó cím¶ m¶véb®l. Móra Könyvkiadó, Budap est, 1969; Karin th y Frigy es fordítása.
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A történet �prózaibb� megfogalmazása a következ®: Micimack ó alatt letörött az ág, így szabadon
esett g = 10 m

s2 gyorsulással.
Mekkora volt a valódi rekordsebessége, amikor elérte a rekett yebokrot?
Mily en magasról esett le, ha két másodpercig esett?
Mennyi ideje esett, mialatt a �három méternél lejjebb nyúló ágra pott yant� és másodszor is megszólalt?

Megoldás:

Rögzítsük a koordináta-rendszerorigóját a mézhez!A pozitív irány mutassona rekettyebokor felé! Ebben
az esetben Micimackó gyorsulásapozitív.

Rajzoljuk fel Micimackó esésénekút�id® gra�k onját! Miv el a pozitív irány most lefelé mutat, a gra�k on
egy �álló� parabola. A 2.33. ábrán a keresett magasságotx-szel,a keresett id®pontot t-vel jelöltük.
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2.33. ábra. Micimackó esésénekút�id® diagramja

Rajzoljuk fel a sebesség�id®diagramot is! Micimackó pozitív irányba gyorsul 10 m
s2 gyorsulással, ezért

sebesség�id®gra�k onja origóból induló, pozitív meredekség¶egyenes.
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2.34. ábra. Micimackó eséséneksebesség�id®diagramja

Micimackó vmax sebességétkönnyen leolvashatjuk a 2.34. ábráról: vmax = 10 m
s2 � 2s = 20 m

s .
A fa magasságáta sebesség�id®gra�k on alatti terület segítségével számíthatjuk ki:

x =
2s� vmax

2
=

2s � 20 m
s

2
= 20m:

A t id®pont meghatározásáhozhasználjuk fel, hogy a sebesség-gra�kon alatti terület t-ig terjed® részeaz
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eddig megtett út: 5 m. Ezt egyenlet formájában így írhatjuk:

10 m
s2 � t � t

2
= 5m

t � t = 1s2

t = 1s:

Ezzel a feladat összeskérdéséreválaszt adtunk.

22. feladat [FFF , 43.]

Polgárdi és Balatonfüred között 50 km a távolság. A vonat 65 perc alatt teszi meg ezt az utat.
Induláskor 95 s-ig gyorsít, és érkezés el®tt 70 s-mal kezdi meg a fékezést. A gyorsítás és a fékezés is
egyenletesen történik. Az út többi részét egyenletes mozgással teszi meg.

a) Mekkora a vonat sebessége,amikor egyenletesen mozog?

b) Mekkora a vonat gyorsulása induláskor és fékezéskor?

Megoldás:

Rajzoljuk meg az út�id® gra�k ont. A koordináta-rendszer origója Polgárdiban az indulás id®pontja. Az
elmozdulástengelyBalatonfüred felé mutat. A teljes mozgás3900s ideig tart, a fékezésttehát 3830s-mal az
indulás után kezdi meg a vonat.

-

6

id®

hely

95 s 3830 s
3900 s

Polgárdi, 0 km

B.füred, 50 km

6

-
6

-

�

�

2.35. ábra. A vonat mozgásaaz út�id® diagramon

A 2.35. ábrán a nem egyenletesszakaszokat ábrázoló parabolaíveket ésa hozzájuk törés nélkül csatlakozó
egyeneseket kinagyítottuk.

A két parabolaív miatt pontos értékek az ábráról nem határozhatók meg,ezért rajzoljuk fel a sebesség�id®
gra�k ont is! Jelöljük a már egyenletesenmozgóvonat sebességétv-vel (2.36. ábra).

a) A megtett utat a rajzon a gra�k on alatti terület mutatja: két háromszögésegytéglalap területének összege.

50000m =
95s� v

2
+ 3735s� v +

70s� v
2

;

Ebb®l egyszer¶számítással:

v = 13; 01
m
s

= 47; 15
km
h
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2.36. ábra. A vonat sebességének változása

b) A gyorsulásokat a sebesség�id®gra�k on ferde szakaszaimeredekségeinekkiszámításával tudhatjuk meg. A
gyorsításkor 95 s alatt 13,01 m

s sebességváltozás következik be, a gyorsulástehát 0,137 m
s2 . Fékezéskor 70 s

alatt � 13; 01 m
s a sebességváltozás, a gyorsulástehát � 0; 186 m

s2 .

23. feladat K

Vizsgáljuk meg az osztály legjobban futó diákjának mozgását, miközben adott jelre maximális �er®be-
dobással� lefut 50 m-t!

Megoldás:

A feladat elvégzéseid®- és távolságméréstkíván.
A kísérletet csoportos tanulói mérésselvégezzükel! Jelöljük ki a pályát, és húzzuk meg a startvonalat.

A startvonaltól számított els®20 méteren 2 méterenként, majd 5 méterenként húzzunk vonalat az aszfaltra.
Minden vonal mellé álljon egy-egydiák stopperrel a kezében!

A startjelre a futó elindul, s ugyanekkor minden id®mér®diák egyszerreelindítja a stopperét. Az órát
mindenki akkor állítja meg, mikor a futó éppen az el®tte lév®vonalon halad át.

A mozgásadatait rögzít®értéktáblázatba minden diák beírja a saját helyét (a rajtv onaltól mért távolságát),
ésa stopperér®lleolvasott id®t. Az értéktáblázat alapján elkészítjük a mozgásút�id® gra�k onját.

Határozzuk mega futó kezdetigyorsulásátésvizsgáljuk meg,mekkora a sebességea táv második szakaszán!
5-10 lépés után a futó már nem gyorsul, mozgásaközel egyenletes(hosszabbtáv eseténlassul). A mozgás

sebességétaz út�id® gra�k on egyenesszakaszánakmeredekségeadja.
A kapott értékeket érdemesösszehasonlítaniaz országosésvilágrekordokkal.
A futó gyorsulásánakmeghatározásaösszetettebbfeladat.
A gyorsulásiszakaszt a sebesség�id®gra�k on segítségével vizsgáljuk. Miv el a mozgásálló helyzetb®l indult,

azegyenletesengyorsulómozgásgra�k onja azorigóból kiinduló egyenes.Az egyenesmegrajzolásáhozszámítsuk
ki a futó átlagsebességétaz egyesmérésipontok között: a mérésipontok távolságátosszukel a mérésipontokon
álló meg�gyel®káltal mért id®különbséggel.Ha a futó a két pont közti távolságot egyenletesmozgássaltette
volna meg, ezzela sebességgelkellett volna haladnia. Rendeljük ezt a sebességeta két mérési pontban mért
id®k számtani közepéhez! Az így kapott adatpárok segítségével rajzoljuk meg a sebesség�id®gra�k ont. Ha jól
végezzüka mérést, és a futó is ügyes, akkor a kapott ábra (vagy legalább az eleje) közel egyenes. Ennek az
egyenesneka meredekségemutatja a futó gyorsulását.

A dinamika tanítása során érdemesvisszatérni a feladatra (38. feladat).

24. feladat K

Vizsgáljuk meg, ki tud az osztályból érzékeire hagyatkozva a legegyenletesebben kerékpározni 20 m
távolságon!

Megoldás:

A versenyt csoportos tanulói mérésseldönthetjük el. A 23. feladatban elmondott módon mérjük az egyenle-
tesenmegjelölt útszakaszokmegtételéhezszükségesid®t. A mérésieredményeket gra�kusan ábrázolva eldönt-
het®a verseny gy®ztese:akinél a gra�k on mérésipontjai legkevésbé térnek el az origón átmen®egyenest®l.
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25. feladat [K özFiz, 50.]

A 2.37. ábra három test sebességéneknagyságát mutatja az id® függvényében.

a) Melyik test teszi meg a legnagyobb utat a 0 . . . 10 s id®szakban?

b) Mekkora az egyes testek átlagsebességea 0 . . . 10 s id®szakban?

c) Melyik testnek volt a legnagyobb a gyorsulása?
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2.37. ábra. A 25. feladatban szerepl®testek sebességeaz id® függvényében

Megoldás:

Látható, hogy az A test végig egyenesvonalú egyenletesengyorsuló mozgást végez. A B és C testek egy
ideig szintén egyenletesengyorsuló mozgássalmozognak,majd elérve egy bizonyos sebességet,egyenesvonalú
egyenletesmozgássalfolytatják útjuk at.

a) A sebesség�id®gra�k onról a megtett út nagyságát a gra�k on alatti terület leolvasásával tudhatjuk meg.
Az A test esetében egy háromszögterületét kell kiszámolnunk: a megtett út 10 s�20 m

s
2 = 100 m. A B és

C testeknél egy háromszögés egy téglalap területének összegeadja a megtett utat. Így a B testnél ez
5 s�15 m

s
2 + 5 s� 15 m

s = 112; 5 m. A C testnél pedig 2;5 s�10 m
s

2 + 7; 5 s� 10 m
s = 87; 5 m. A leghosszabbutat

tehát a B test tette meg, 112,5m-t.

b) Az átlagsebességazt jelenti, hogy ezzela sebességgelegyenletesenhaladva ugyanannyi id®alatt ugyanakkora
utat tett volna mega test. Tehát egy olyan vízszintes egyenesábrázolhatja a gra�k onon az átlagsebességet,
amely alatti terület megegyezik az eredeti gra�k on alatti területtel. Ezt a területet, a megtett utat az el®z®
pontban kiszámítottuk, így ezt az értéket kell osztani a mozgásközben eltelt id®vel, 10 s-mal. Az egyes
testek átlagsebességetehát: A: 10 m

s , B : 11,25 m
s , C: 8,75 m

s .

c) A gyorsulást a gra�k on ferde szakaszainakmeredekségeadja meg. Ebb®l rögtön látható, hogy a C testnek
volt a legnagyobb a gyorsulása,hiszena hozzátartozó gra�k on a legmeredekebb. Numerikusan kiszámítva
az A test gyorsulásaa teljes 10 s alatt: 20 m

s
10 s = 2 m

s2 . A B test gyorsulása0 s és 5 s között: 15 m
s

5 s = 3 m
s2 .

A C test gyorsulása0 s és2,5 s között: 10 m
s

2;5 s = 4 m
s2 .
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26. feladat [FFF , 40.]

Mily en hosszú kifutópály a szükségesahhoz, hogy a repül®gép a földön egyenletes, 2,5 m
s2 nagyságú

gyorsulással elérje a felszálláshoz szükséges200 km
h sebességet?

Megoldás:

Rajzoljuk meg a mozgásút�id® gra�k onját! A koordináta-rendszert a kifutópály a jelöli ki: legyen az origó
a pályának az a vége,ahonnan a gép elindul, és az az id®pont, amikor elindul, az elmozdulástengelyiránya
pedig egyezzékmeg a kifutópály a irányával. Az ábrán a pálya hosszátl , a felszálláspillanatát t jelzi.
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2.38. ábra. A felszálló repül®géphelye az id® függvényében

Látható, hogy a másodfokú függvény miatt a 2.38. ábráról l és t értékét nem tudjuk pontosan meghatá-
rozni. Hogy tovább léphessünk,rajzoljuk meg a sebesség�id®gra�k ont! Az egyenletesgyorsulásmiatt ezena
gra�k onon (2.39. ábra) egy egyenesábrázolja a repül®gépgyorsítását.

-

6

id®

seb.

t

200 km
h

2.39. ábra. A repül®gépsebességénekváltozásaa kifutópály án

Tudjuk, hogy az egyenesmeredeksége2,5 m
s2 , ezért t értékét könnyen meghatározhatjuk:

t =
200 km

h

2; 5 m
s2

=
55; 56 m

s

2; 5 m
s2

= 22; 22s:

A repül® által a földön megtett utat, azaz a kifutópály a hosszát a sebesség�id®gra�k on alatti terület
kiszámításával mondhatjuk meg:

l =
200 km

h � t
2

=
55; 56 m

s � 22; 22s
2

� 617; 3m

27. feladat ? [FKF , 2.3/18]

Rajzold meg ugyanabban a koordináta-rendszerben két egyenletesen változó mozgást végz® test
sebesség�id® gra�k onját! A két test egyszerre indul. Az els® test kezd®sebessége 1 m

s , gyorsulása
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0,5 m
s2 ; a második kezd®sebessége9 m

s , gyorsulása �1,5 m
s2 . Hatá rozd meg, mennyi id® múlva lesz a két

test sebességeegyenl®! Számítsd ki a két test által ezalatt az id® alatt megtett utat!

Megoldás:

Az egyenletesengyorsuló mozgástvégz®test sebesség�id®gra�k onja egyenes,a kezd®sebességmegmutatja
ennek az egyenesnekés a sebességtengelynek a metszéspontját, a gyorsulás pedig az egyenesmeredekségét.
Most mindkét test kezd®sebességepozitív, azaza sebességtengelyt mindkét egyenesaz id®tengelyfölött metszi.
Az egyik test gyorsulásapozitív, ami azt jelenti, hogy sebességen®: az egyenes�emelkedik�. A másiké negatív,
ami pozitív kezd®sebességeseténazt jelenti, hogy a sebességcsökken, a test lassul, az egyenes�lejt�.

El®ször berajzoljuk a sebességtengelyrea metszéspontokat. 1 s alatt az els®test sebessége0,5 m
s -mal

változik: ezt felhasználva a gra�k on mégegy pontját megrajzoljuk, majd a két pontot összekötjük. Hasonlóan
a második test sebessége1 s alatt 1,5 m

s -mal csökken. A készdiagramot a 2.40. ábrán látjuk.

-

6

id®

seb.

1 s 6 st

1 m
s

9 m
s

1,5 m
s

7,5 m
s

2.40. ábra. A két gyorsuló test sebesség�id®gra�k onja

Az az id®pont, mikor a két test sebességemegegyezik, t. Ez alatt az id® alatt az els®test sebessége1 m
s

sebességr®lmásodpercenként 0,5 m
s -mal n®, azaz a sebességet id®pontban 1 m

s + 0; 5 m
s2 � t . A másik test

sebességehasonlóképpen 9 m
s � 1; 5 m

s2 � t . Ez a két sebességegyenl®,amib®l t = 4s. Ekkor a testek sebessége
3 m

s .
A megtett utat a gra�k on alatti terület kiszámításával kaphatjuk meg. Ez esetünkben két trapézterületének

kiszámítását jelenti. Az els®test által megtett út: s1 = (1 m
s +3 m

s ) �4 s
2 = 8m, a második test által megtett út

pedig s2 = (9 m
s +3 m

s ) �4 s
2 = 24m.

28. feladat [FFF , 39.]

A 2 m
s2 gyorsulással induló gépkocsi, miután elérte a 20 m

s sebességet, egyenletesen halad tovább.
Mekkora utat tesz meg az indulástól számított 30 s alatt?

Megoldás:

A koordináta-rendszerorigóját helyezzükaz indulás helyéhezés pillanatához. Az elmozdulás-tengelymu-
tassona mozgásirányába.

Jelöljük a gyorsítás idejét t1-gyel. Ezalatt az id®alatt az autó x1 távolságot tett meg,míg az indulás után
30 s múlva x2 távolságrajutott az indulás helyét®l.

A sebesség�id®gra�k ont is rajzoljuk meg!
Miv el a 2.42. ábrán a gra�k on ferde szakaszánakmeredeksége2 m

s2 , t1 értékét ki tudjuk számítani: t1 =
20 m

s
2 m

s2
= 10s.

A megtett út a gra�k on alatti területtel egyenl®. Ez két részb®l áll, az els®egy háromszög területe:
10s� 20 m

s

2
= 100m, a másik egy téglalapé: 20 m

s � 20s = 400m. A teljes megtett út tehát 500 m.
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-

6

id®

hely

t1 30 s

x2

x1

2.41. ábra. Utazósebességregyorsító autó út�id® gra�k onja

-

6

id®

seb.

t1 30 s

20 m
s

2.42. ábra. Az autó sebességeaz id® függvényében

29. feladat ? [K özFiz , 54.]

Egy 10 m
s2 gyorsulással, egyenes vonalú pályán mozgó test sebességea pálya egy pontjában 2 m

s , egy
másik pontjában 4 m

s nagyságú.
Mekkora a két pont között a távolság?

Megoldás:

Miv el a feladatban sebességekadottak, s a kezdeti helyekr®lsemmit semtudunk, kivételesenels®lépésként
rajzoljuk fel a sebesség�id®gra�k ont!

A 2.43. ábrán látható gra�k on pozitív meredekség¶egyenes,mert a gyorsuláspozitív ésállandó nagyságú.
A 2 m

s sebességheztartozó id®pontot jelöljük t0-lal. Miv el a gyorsulás10 m
s2 , 1 másodperc múlva, t0 + 1s

pillanatban a sebesség12 m
s lesz. A gra�k onról leolvasható, hogy a 4 m

s sebességheztartozó id®érték így
t0 + 1

5 s.
A keresett út a gra�k on alatti terület t0-tól t0 + 1

5 s-ig terjed®, négyszögalakú részéneknagysága. Ez
1
5

s� 2
m
s

+
1
5 s � 2 m

s

2
= 0; 6 m.

30. feladat ? [SzkiÖF , 1.35.]

Az autópályán 90 km
h sebességgelhaladó autó egyenletesen fékezve 100 m-es vízszintes úton fékezhet®

le.
Mekkora út megtétele után csökken a járm¶ sebességeaz eredeti érték felére?

Megoldás:

Ábrázoljuk az autó sebességének változását az id® függvényében!
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-

6

id®

seb.

t0 t0 + 1=5 s t0 + 1 s

2 m
s

4 m
s

12 m
s

2.43. ábra. Kétszeressebesség� mennyi utat tett meg közben a test?

Miv el a sebesség90 km
h értékr®l egyenletesenzérusracsökken, a sebességváltozását negatív meredekség¶

egyenesmutatja (2.44. ábra).

-

6

id®

seb.

100 m

?

C

A

C0

C00 B

B 0

tt0

45 km
h

90 km
h

2.44. ábra. Fékez®autó sebességének változása

A gra�k onról leolvasható, hogy 45 km
h sebességgeléppen t0 pillanatban halad az autó. A gra�k onon ezt

a pillanatot B 0 pont jelzi. A megtett utat a B 0 ponttal kettéosztott gra�k on alatti területek adják. Az
AB C háromszögterülete 100 m a feladat szövegeszerint. A feladat kérdésérea választ az AB 0C00C négyszög
területének kiszámításával adhatjuk meg.

Látható, hogy AB 0C04 és AB C4 hasonlóak. Oldalaik aránya 1 : 2, területük aránya tehát 1 : 4. Miv el
AB 0C04 ésB 0BC004 egybevágó,mindkett®területe 100m =4 = 25m. Ezekszerint 25m-encsökken a sebesség
45 km

h -ról 0-ra, tehát 90 km
h -ról 45 km

h -ra 75 m hosszúúton lassult le az autó.

31. feladat [FFF , 44.]

Egy gépkocsi 160 km
h sebességgel száguld el az autópályán a 100 km

h -t jelz® sebességkorlátozó tábla
mellett. 3,6 másodperc múlva hirtelen fékezni kezd. A kiérkez® rend®rök a féknyomról megállapítják,
hogy az autó 290 m hosszú úton állt meg. Feltételezve, hogy a lassulásegyenletes volt, mennyi id® alatt
állt meg az autó, és mekkora volt a gyorsulása?

Megoldás:

Kezdjük a feladat megoldásátaz út�id® gra�k on megrajzolásával. A koordináta-rendszert úgy helyezzük
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el, hogy origóját a �gy elmen kívül hagyott táblához helyezzük, az elmozdulástengelyirányát pedig az autó
mozgásánakirányába állítjuk. Az id®méréstakkor kezdjük, amikor az autós a tábla mellett elsuhan.

3,6 s (0,001óra) id®alatt 160 km
h sebességgel160m utat tett meg az autó: ezt a szakaszt pozitív meredek-

ség¶egyenesábrázolja a 2.45.ábrán. Ekkor elkezdfékezni, s így további 290m-t halad, s ezzela táblától 450m
távolságrakerül. Ezt a második szakaszt az egyenletesmozgásgra�k onjához törés nélkül illeszked®parabolaív
jelzi. (A diákok gyakori hibája, hogy az ábrát a két típusú mozgásváltásakor törésponttal rajzolják.) A
parabola fordított helyzet¶, azazérint®je egyre laposabb. A test a parabola csúcsábanáll meg (itt ugyanis a
sebességnulla, azaza parabola érint®je vízszintes). Jelöljük a megálláspillanatát t-vel!

-

6

id®

hely

3,6 s t
100

160 m

450 m

2.45. ábra. A baleseteseményei az út�id® diagramon

Rajzoljuk most meg a sebesség�id®gra�k ont. A mozgásels®szakaszát egy vízszintes egyenesselábrázol-
hatjuk, míg a második, fékezésiszakaszképe negatív meredekség¶egyeneslesz(2.46. ábra).

-

6

id®

seb.

3,6 s t

160 km
h

2.46. ábra. Az autó sebességénekváltozása

A gra�k on alatti terület adja a megtett utat. Elég most csak a második szakaszra vizsgálni a ferde vonal
alatti háromszögalakú területet: tudjuk, hogy ez 290 m.

160 km
h � (t � 0; 001óra)

2
= 0; 290km:

Ebb®l
t = 0; 004625óra = 16; 65s:

A fékezésseltöltött id® tehát 16; 65s � 3; 6s = 13; 05s. Miv el ezalatt az id® alatt a sebességváltozás
� 160 km

h = � 44; 4 m
s , a gyorsulásértéke:

a =
� 44; 4 m

s

13; 05s
� � 3; 4

m
s2 :

A negatív el®jel azt jelzi, hogy az autó lassult, sebességecsökkent.

32. feladat [FFF , 41.]

Mily en mély az a szakadék, amelynek szélér®la leejtett k® 5 másodperc alatt ér le a szakadékba? A
nehézségi gyorsulás 10 m

s2 .
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Megoldás:

El®szörrajzoljunk út�id® diagramot (2.47. ábra)! A koordináta-rendszer elmozdulástengelye a szakadék
pereménélindul, ésa pozitív irány függ®legesenfelfelémutat, az id®t pedig a k®ejtésénekpillanatában kezdjük
mérni. A szakadék mélységétjelöljük h-val.

-

6

id®

hely

5 s

h

2.47. ábra. A szakadékbaes®k®helyzeteaz id® függvényében

A sebesség�id®gra�k onon (2.48. ábra) a mozgástegy egyenesjelzi, mivel a sebességváltozásaegyenletes.
Az elért sebességetjelölje v.

-

6

id®

seb.
5 s

v

2.48. ábra. A k®sebesség�id®gra�k onja

A szakadék mélységéta gra�k on �alatti� terület adja. Ez itt most a gra�k on egyenesefelett van, ezért
el®jele negatív: ez jelzi, hogy mélységr®l,és nem magasságrólvan szó. Az elért maximális sebesség: v =
10 m

s2 � 5s = 50 m
s . A szakadék mélysége:

h =
5s� 50 m

s

2
= 125m:

33. feladat K

Vizsgáljuk meg az els®emeleti ablakból egyszerre kiejtett focilabda és hasonló méret¶re felfújt játék
léggömb esését!

Megoldás:

A feladatot videokamerasegítségével kényelmesenmegoldhatjuk. Készítsünkvideofelvételt a mozgásrólúgy,
hogy a kameraviszonylag távol van az esésvonaltól! Figyeljünk arra, hogy a képmez®be az egészejtési távolság
egyszerrebeleférjen! Mérjük meg az ejtési magasságothosszúzsinegvégérekötött nehezékleengedésével!
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A videofelvételt az osztályteremben �kockázva� játsszuk vissza, és így értékeljük ki. A kamera 0,02 má-
sodpercenként készít egy felvételt. Négyfejes(fél-professzionális)videomagnóegyenként tudja kimerevíteni az
egymást követ®képeket, s a kockázott kép elfogadható min®ség¶állókép. A TV képerny®jére �tapasszunk�
írásvetít® fóliát és �lctollal jelöljük be az esésitávolságot, majd kb. 5-10 kockánként a mozgótest pillanatn yi
helyzetét. (Elég egyetlen pont megjelölése,ez lehet pl. a gömb legalsóvagy legfels®pontja. Az id®szakaszok
nagyságalegalábbakkora legyen,hogy a mozgótest helyzetét jelöl®pontok egymástóljól megkülönböztethet®k
legyenek.) A fóliát levéve a képerny®r®lmérjük le a test egymást követ®elmozdulásadatait és ezt számítsuk
át a kísérlet helyszínénlemért esésitávolsághozarányítva valós adatokká!

A focilabda mozgásajó közelítésseltiszta szabadesés.A mozgásút�id® gra�k onja egy fordított helyzet¶
parabola. A gyorsulásta sebesség�id®gra�k on meredekségeadja. Ennek meghatározásáhoza mozgásvalamely
tetszésszerinti szakaszánakátlagsebességead segítséget(az átlagsebességetaz út�id® gra�k onra berajzolt szel®
meredekségeadja). Ábrázoljuk azátlagsebességeta sebesség�id®gra�k onona vizsgált id®szakaszközépidejéhez
rendelve! A pontot az origóval összekötve adódik az egyenletesengyorsuló mozgássebesség�id®diagramja. A
gra�k on meredekségea mozgásgyorsulása,a focilabda esetében kb. 10 m

s2 .
A lees®léggömb lassabbanesik, mint a labda. Az út�id® gra�k ont elkészítve látjuk, hogy mozgásaaz

els®rövid szakaszután egyenletesnektekinthet®. A kísérlet értelmezéséheza dinamika tanítása során érdemes
röviden visszatérni.

Meg jegyzések. Video-lejátszó helyett videoeditort használva egyesképpontok megjelölhet®k,a felvétel fel-
dolgozásaegyszer¶bbé válik. Az ismertetett technikával, videofelvételek segítségével természetesen bármely
mozgásvizsgálható (pl. a rajtoló futó, az induló kerékpár, autó, vonat mozgása),de a nagy id®felbontás miatt
ezt a gyors mozgásokraérdemesalkalmazni.

34. feladat ?

Egy két méter magas ablak fölött, egy fels®bb emeleti ablakban cserepes virágok állnak. Az egyik
cserép leesik. A lenti ablak el®tt 0,2 s id® alatt suhan el a virágcserép.
Mily en magasról esett le a cserép?

Megoldás:

PSfrag replacements

h

2 m

-
6

id®

hely

t1

t1 + 0; 2s

� h

� h � 2 m

2.49. ábra. A lees®cserépmozgásaaz út�id® diagramon

A 2.49. ábrán látható a zuhanó cserép.Jelöljük a cserepek távolságát az ablaktól h-val.
Rögzítsük a koordináta-rendszert az ablakpárkányon maradó cserepekhez,a pozitív irány mutassonfügg®-

legesenfelfelé! Így a cserépnegatív irányba, negatív gyorsulássalmozog az alsó ablak felé. Tudjuk, hogy h
távolságmegtételeután a következ®2 m-t 0,2 s alatt teszi meg.

Az id®t kezdjük akkor mérni, mikor a cserépzuhanni kezd. Az ablak fels®peremét t1 id®pontban, az alsót
t2 = t1 + 0; 2s id®pontban éri el a virág.
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Rajzoljuk fel az út�id® gra�k ont! A 2.49. ábrán láthatjuk a lees®cserépmozgását. Ennek alapján nem
tudjuk megmondani h érékét, ezért rajzoljuk fel a sebesség�id®diagramot is (2.50. ábra)! Ezen a rajzon a
sötétítésselkiemelt, háromszögalakú terület értéke adja a h magasságot,míg az azt követ®, trapéz alakú
terület nagyságaaz ablak mérete, 2 m.

-
6

id®

seb.

t1

t1 + 0; 2 s

v2 = g � (t1 + 0; 2 s)

v1 = g � t1

2.50. ábra. A lees®cserépsebesség�id®gra�k onja

A trapéz alakú terület:
[g � t1 + g � (t1 + 0; 2s)] � 0; 2s

2
= 2m:

Ebb®l t1 értékét meghatározhatjuk: t1 = 0; 9s. A keresett h távolsága háromszögalakú terület nagysága:

h =
g � t1 � t1

2
= 4; 05m:

35. feladat ? [K özFiz, 109.]

Egy lift 5 m
s állandó sebességgelemelkedik. A lift felett 30 m magasról leejtünk egy követ.

Mennyi id® múlva találk ozik a lift a k®vel?

Megoldás:

Rajzoljuk fel el®szöraz út�id® gra�k ont. A koor-
dináta-rendszerhely-tengelyének nullp ontja legyen az a
hely, ahol a lift van a k®elengedésénekpillanatában, az
id®méréstpedig szintén ebben a pillanatban kezdjük el.
A k® a megadott sebességgela 30 m-es utat 6 s alatt
teszi meg. Jelöljük a találk ozásidejét tT -vel!

Ha a rajzot pontosan készítjük, akkor látható, hogy
a találk ozása k®elengedéseután 2 s-mal történik (2.51.
ábra). A parabolát azonban a kívánt pontossággaligen
nehézfelrajzolni, így ezt a rajzot ésa leolvasott értéket
legfeljebb csak a végeredmény ellen®rzésérehasználhat-
juk.

-

6

id®

hely

30 m

6 stT

2.51. ábra. A lift ésa k®
Ahhoz, hogy elkerüljük a másodfokú függvény ábrázolását, rajzoljuk fel a lift és a k® sebességétaz id®

függvényében (2.52. ábra). Legyen t = 0 az a pillanat, amikor a követ elengedjük! A használt vonatkoztatási
rendszerben a nehézségigyorsulásiránya negatív, tehát a lift sebességepozitív. A nehézségigyorsulás� 10 m

s2 ,
ezért a k®gra�k onjának meredekségea � 10 m

s2 , a k®sebességea találk ozáskor � 10 m
s2 � tT .

A megtett utakat a gra�k on alatti területtel számíthatjuk ki. Nehézségetokozhat, hogy a k® gra�k onja
�alatti� terület a gra�k on felett van. Ezt az ellentmondást úgy oldhatjuk fel, hogy ezt a területet negatívnak
tekintjük. Ekkor a kezdeti távolságplusz ez a negatív távolságegyenl®a lift által megtett pozitív úttal. De
másféleképpen is gondolkodhatunk. Mondhatjuk azt is, hogy számítsukpozitívnak mindkét utat, azazmindkét
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-

6

id®

seb.

tT

5 m
s

� 10 m
s2 � tT

2.52. ábra. A lift ésa k®sebességénekváltozásaaz id® függvényében

területet (a lift gra�k onja alatti és a k® gra�k onja feletti területeket), ekkor a két út összegeadja a kezdeti
30 m-estávolságot. Bármelyiket is választjuk, a következ®egyenletet írhatjuk fel:

5
m
s

� tT +
10 m

s2 � tT � tT

2
= 30m

tT
1
s

+ tT � tT
1
s2

= 6

tT s+ tT � tT = 6s2

tT (1 s+ tT ) = 6s2

Az utolsó egyenletb®l tT = 2s, mert 2s� 3s = 6s2.
A találk ozástehát a k®elengedéseután 2 másodperccel történik.

36. feladat ? [FFF , 42.]

Egy hideg napon egy h®légballon lebeg a Balaton felett. Elkezd egy kicsit süllyedni, ezért kiejtenek
bel®le egy homokzsákot. Ennek hatására a ballon azonnal megáll a leveg®ben. A zsák csobbanását a
kidobás után 9 másodperccel hallják a kosárban ül®emberek. A nehézségigyorsulás 10 m

s2 , a hang terjedési
sebessége320 m

s . Mily en magasan lebeg a ballon?

Megoldás:

Rajzoljuk meg az út�id® gra�k ont! A koordináta-rendszer id®tengelyének kiinduló pillanata a zsák ki-
dobása, az elmozdulástengelya ballontól a Balaton felé mutató, függ®legesegyenes;nullapontja a Balaton
vízszintjénél van. Legyen a pozitív irány függ®legesenfelfelé; a már megállt ballon helyét jelölje h, a zsák
leérkezésénekpillanatát t.

A zsákmozgásátegylefeléálló parabolaív ábrázolja (2.53.ábra), mert a zsákmozgásaa választott rendszer-
ben negatív gyorsulású. Az ív a parabola csúcspontjáb ól indul, mert a zsákot nem dobják ki, csak elengedik,
azaza kezd®sebességnulla. A hanghullám a víz szintjét®l egyenletessebességgelhaladva jut visszaa ballonhoz:
mozgásánakképe ezért pozitív meredekség¶egyenes.

Rajzoljuk meg a sebesség�id®gra�k ont is! Két vonalat rajzolunk. Az egyik negatív meredekség¶,az
origóból indul: a zsák mozgásátmutatja. A másik vízszintes: a hang egyenletesmozgásátjelzi (2.54. ábra).
Az el®bbi feletti, illetv e az utóbbi alatti terület egyaránt a ballon ésa tó távolságával, h-val egyenl®. A zsák
által elért maximális sebességv.

A zsák által elért sebesség:v = 10 m
s2 � t .

A két terület (egy háromszögésegy téglalap területe) tehát megegyezik:

10 m
s2 � t � t

2
= 320

m
s

� (9 s� t):
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2.53. ábra. A zsák ésa csobbanáshangja az út�id® diagramon
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seb.

t 9 s
v

320 m
s

2.54. ábra. A léghajó ésa hang sebessége

Ezt az egyenletet átalakítv a:
t � (t + 64s) = 576s2;

továbbá
t � (t + 64s) = 8 � 72s2:

Innen látható, hogy t = 8s kielégíti az egyenletet.
A zsák által elért sebességtehát v = 8s � 10 m

s2 = 80 m
s , a ballon pedig h = 320 m

s � (9 s � 8s) = 320m
magasanvan.

37. feladat [SzkiÖF , 3.68.]

Egy követ függ®legesen felfelé dobunk 20 m
s kezd®sebességgel, majd 2 s múlva utána dobunk egy

másik követ 30 m
s kezd®sebességgel.

Hatá rozzuk meg találk ozásuk idejét!

Megoldás:

El®ször rajzoljuk meg a történések út�id® gra�k onját! A helyet az eldobás helyét®l fölfelé mérjük, az
id®méréskezdeteaz els®k®eldobásánakpillanata. A 20 m

s sebességgelfeldobott k®20 m, a 30 m
s sebességgel

eldobott pedig 45 m magasra emelkedik. Jelöljük a találk ozás id®pontját t -vel! A gar�k ont a 2.55. ábrán
láthatjuk.

Rajzoljuk meg a két k®sebesség�id®gra�k onját! A sebességekfolyamatosanés egyenletesencsökkennek,
mégpedig egyforma mértékben, hiszen a két k® gyorsulása megegyezik. Ezért a 2.56. ábra gra�k onján két
párhuzamos,negatív meredekség¶egyeneslátható. Az egyenesekmetszik az id®tengelyt, mivel a sebességek
pozitív értékr®l zérusracsökkennek,majd negatívak lesznek(a mozgásiránya megfordul). A találk ozásaz els®
k®mozgásánakirányváltása után történik.
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2.55. ábra. A két k®helye az id® függvényében
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id®

seb.

2 s 5st

20 m
s
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s

2.56. ábra. A két k®sebességénekváltozása

A találk ozásig a két k® által megtett út � ami a gra�k on alatti területb®l olvasható le � egyenl®. Az
id®tengelyfeletti területek el®jele pozitív, az alatta lév®ké negatív. Így az els®k®által megtett út úgy számít-
ható, hogy az els®,id®tengelyfeletti háromszögterületéb®l levonjuk a második, id®tengelyalatti háromszög
területét. A második k®által megtett út a második ferde egyenes,a két pontozott vonal ésaz id®tengelyáltal
határolt négyszögterülete. Ez a két út egyenl®,azaz:

2s � 20 m
s

2
�

(t � 2s)( t � 2s) � 10 m
s2

2
=

3s� 30 m
s

2
�

(5 s � t)(5 s � t) � 10 m
s2

2

t =
8
3

s:

Tehát az els®k®eldobásaután 8
3 másodperccel találk ozik a két k®.

2.3. Dinamik ai feladatok

38. feladat

A 23. feladatban szerepl® futó mekkora er®t fejt ki a lábaival a gyorsítás során? Mekkora tapadási
súrlódási együttható ra van ehhez szükség a cip® és a talaj között?

Megoldás:

Ha a 23. feladatban mérésieredményünk a futó gyorsulására2 m
s2 , ésa futó tömege60 kg, akkor Newton I I.

törvénye szerint a gyorsító er®120N. Ezt az er®ta futó lábának izmaival fejti ki, de a gyorsuláscsaktapadási
súrlódási er®közvetítésével valósul meg. A súrlódási er®lehetségeslegnagyobb értéke � 0 � Fnyomó , ahol Fnyomó

a felületeket összenyomó er®, esetünkben a futó súlya: 600 N. Ebb®l a � 0 együttható minimális lehetséges
értéke: � 0 � 120 N

600 N = 0; 2. A Függvénytáblázatadatai szerint gumi ésaszfalt között � 0 értéke 0; 3 : : :0; 5, tehát
teljesül a kívánt feltétel.
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39. feladat ?

Egy hosszú platós teherautó a plató végére helyezett, 50 kg tömeg¶ bútort szállít. 36 km
h sebességgel

halad, amikor megjelenik el®tte egy pött yös labda. A söf®r természetesen fékezni kezd, és egyenletes,
5 m

s2 nagyságú lassulássalmegállítja a járm¶vet. A plató és a bútor közti csúszó súrlódási tényez® 0,4.
Mily en messzire csúszott el e fékezéskor a platón a bútor?

Megoldás:

Ha a teherautó haladási iránya a pozitív irány, akkor sebességeis pozitív. Pozitív sebességcsökkenése
negatív gyorsulást jelent, így a teherautó gyorsulása a1 = � 5 m

s2 . Számítsuk ki a bútor gyorsulását is! A
bútordarabot a plató ésa közte fellép®súrlódási er®lassítja. Ez az er®esetünkben � 500N � 0; 4 = 200N. (A
negatív el®jel azt jelzi, hogy az er®az autó haladási irányával ellentétes irányba mutat.) Ez fékezi az 50 kg
tömeg¶ testet, így ennekgyorsulásaNewton I I. törvénye szerint a2 = � 4 m

s2 .
Az autó és rakománya is v = 36 km

h = 10 m
s sebességr®lkezd lassulni, és mindkett® sebességenullára

csökken. A teherautó megállításáhozt1 = 10 m
s

5 m
s2

= 2s id®revan szükség,a láda viszont csak t2 = 10 m
s

4 m
s2

= 2; 5s

id® alatt áll meg.
Rajzoljuk fel ezekalapján a sebesség�id®gra�k ont!

-

6

id®

seb.

v

t1 t2

autó
bútor

2.57. ábra. A teherautó ésrakománya a sebesség�id®diagramon

A 2.57. ábrán a sebesség�id®gra�k on alatti terület a megtett út. A bútor annyit csúszott el®rea platón,
amennyivel hosszabbúton állt meg, mint az autó. Így a keresett útkülönbség:

� s =
v � t2

2
�

v � t1

2
=

10 m
s � 2; 5s

2
�

10 m
s � 2s
2

= 2; 5m:

40. feladat ? [K özFiz, 361.]

500 t tömeg¶ vonat 72 km
h sebességgelhalad olyan sínen, ahol � = 0,01. Menet közben a szerelvény

végér®lleszakad egy 100 t tömeg¶ rész. A mozdony húzóereje ezután is változatlan. Mekkora távolságban
van a két vonatrész a hátsó rész megállásának pillanatában?

Megoldás:

A vonat kezdetben egyenesvonalú egyenletesmozgást végez,ezért tudjuk, hogy a rá ható er®k ered®je
nulla, a mozdony húzóereje épp kiegyenlíti a súrlódási ellenállást. A szétszakadás után a mozdony húzóereje
nem változik, de a súrlódási ellenállás ötödével csökken. Ezért a szerelvény gyorsul, a leszakadt részpedig a
megállásiglassul. Az az er®,ami az els®részt gyorsítja, éppen akkora, mint a hátsóra ható súrlódási er®,azaz
0; 01� 100t � 10 m

s2 = 10000N. Ekkora er®fékezi a hátsó részt, ésekkora er®gyorsítja az els®t. A gyorsulások
ezért Newton I I. törvénye szerint: aels® = 0; 25� 0; 01� 10 m

s2 = 0; 025 m
s2 , illetv e ahátsó = � 0; 01� 10 m

s2 = � 0; 1 m
s2 .

Rajzoljuk meg a vonat mozgásánaksebesség�id®diagramját! Mindk ét rész sebességekezdetben 72 km
h =

20 m
s , majd az els®részékismértékben növekszik,a hátsó részépedig meredekebben nullára csökken. Ez utóbbi

ideje a 20 m
s kezd®sebességésa már ismert gyorsulássegítségével meghatározható: 200 s.
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2.58. ábra. A szétszakadó vonat részeineksebessége

A 2.58. ábrán már ezt az id®értéket is feltüntettük. Miv el a szerelvény elejénekgyorsulását ugyanezenaz
id®tartamon vizsgáljuk, az elért végsebesség25 m

s .
A megtett út a sebesség-gra�kon alatti terület: a kívánt távolság tehát a két terület különbsége. Ennek

nagyságaa két gra�k on-szakaszáltal meghatározott háromszögterülete:

� s =
25 m

s � 200s
2

= 2500m:


